Unidade II – Diversificação do Risco. 
Módulo I - Modelos de Capitalização em condições de Risco
OBJETIVOS: Ao final desta Unidade o aluno será capaz de compreender e analisar modelo de capitalização simples e composta em condições de risco; aplicar os cálculos do valor futuro e presente; e aplicações da matemática financeira avançada para a decisão de crédito para os bancos.

Módulo 1 – Introdução à Matemática Financeira 
1. Aleatoriedade dos parâmetros ou modelos estocásticos

2. Modelo de capitalização simples em condições de risco

3. Cálculo do valor futuro em função da variável aleatória “taxa de juros”, na capitalização simples.
4. Cálculo da taxa de juros em função do valor futuro.

5. Cálculo do valor presente em função da variável aleatória “valor futuro” na capitalização simples
6. Cálculo do valor futuro do Capital em função do seu valor presente 

7. Resumo

1. Aleatoriedade dos parâmetros ou modelos estocásticos

A Matemática Financeira tem como principal objetivo o estudo do valor do dinheiro no tempo. Assim, a taxa de juros é o elo entre o futuro e o presente, independente de existir ou não a inflação. É isso que se chama a preferência intertemporal.
Ilustração: mostrar duas pessoas. Uma aplicando $$$ numa caderneta poupança (pensando em comprar um carro novo) e outra gastando, comprando um (notebook). 
A Matemática Financeira possui vários detalhes quanto à forma de estudo do valor do dinheiro no tempo. Alguns conceitos são fundamentais para melhor compreendermos o objetivo da matemática financeira.

1. Risco - Quando estamos concedendo crédito, na verdade estamos analisando o risco contido nas operações de crédito. Os conceitos da Matemática Financeira serão importantes para medir o risco envolvido em várias operações de créditos. Isso vale também para as aplicações financeiras em ativos financeiros que incorporam ganhos e perdas, isto é, um risco, pois pode-se ter sucesso ou insucesso com relação ao ganho ou perda, respectivamente.
2. Prejuízo ou despesa - Em qualquer operação financeira, normalmente, ocorre o pagamento de juros, taxas, impostos etc., caracterizando-se, para alguns, como prejuízos e para outros, como pagamentos de despesas financeiras. A matemática financeira irá mostrar quanto se pagou de despesas ou medir o tamanho do prejuízo em uma operação financeira.
3. Lucro ou receita - Da mesma forma que alguém ou uma instituição paga juros e caracteriza-o como prejuízo ou despesa, quem recebe pode classificar estes juros como lucro ou receita ou simplesmente como a remuneração do capital emprestado. A matemática financeira nos ajuda a calcular este juro ou receita, bem como a remuneração do capital emprestado.

A Matemática Financeira procura desenvolver modelos de capitalização, isto quer dizer que são processos de formação do capital ao longo do tempo. Dentre esses modelos, os mais utilizados são:
· o modelo de capitalização simples ou linear;
· o modelo de capitalização composta ou exponencial.
Suponhamos um capital C aplicado a uma taxa I por um período de tempo n, ao fim do qual obtemos como montante, ou valor futuro, a quantidade F de capital: então, a formulação de cada modelo, como sabemos, é dada por:

Capitalização simples ou linear: 
F = C(1+I.n)

Exemplo:
	n
	Capital aplicado
	Juros de cada período
	Valor acumulado ou montante

	1
	R$ 1.000,00
	R$ 1.000,00 
x 10% 
= R$   100,00
	R$ 1.000,00 
+ R$    100,00 
= R$ 1.100,00

	2
	R$ 1.000,00
	R$ 1.000,00 
x 10% 
= R$   100,00
	R$ 1.100,00 
+ R$    100,00 
= R$ 1.200,00

	3
	R$ 1.000,00
	R$ 1.000,00 
x 10% 
= R$   100,00
	R$ 1.200,00 
+ R$    100,00 
= R$ 1.300,00


Capitalização composta ou exponencial:

F = C(1+I)n
Exemplo:
	n
	Capital aplicado
	Juros de cada período
	Valor acumulado ou montante

	1
	R$ 1.000,00
	R$ 1.000,00 
x 10% 
= R$   100,00
	R$ 1.000,00 
+ R$    100,00 
= R$ 1.100,00

	2
	R$ 1.100,00
	R$ 1.100,00 
x 10% 
= R$   110,00
	R$ 1.100,00 
+ R$    100,00 
= R$ 1.210,00

	3
	R$ 1.2100,00
	R$ 1.210,00 
x 10% 
= R$   121,00
	R$ 1.210,00 
+ R$    121,00 
= R$ 1.331,00


Os modelos de capitalização apresentados como formulação matemática têm a seguinte forma:
F= f(C,n,I)

C= g(F,C,n)

I= h(F,C,n)

n= r(F,C,I)
Considerando que o prazo n seja constante, pode-se estudar o efeito da aleatoriedade (não-determinístico) nas funções:

F= f(C,I)

C= g(F,C)

I= h(F,C)
Para cada função será eleita uma das variáveis independentes, como variável aleatória, e a outra, como constante. A variável dependente será uma variável aleatória que terá determinada sua distribuição, média e desvio-padrão.

Por exemplo, considere-se a seguinte função: F= f(C,I). Fixemos o C como constante e I a variável aleatória.

Considerando I : D(I,, IS), ou seja, a variável aleatória I tem distribuição de probabilidades Dt com média I, e desvio-padrão IS .
A resolução dessa questão é determinar a distribuição da variável aleatória dependente F, valor futuro, ou seja, determinar: F : D* (F,, FS)
Isto quer dizer que se deseja conhecer a distribuição D*, sua média Fe desvio-padrão FS .

Após combinações para as várias possibilidades de funções e escolha das variáveis aleatórias independentes, é possível expor as seguintes situações: 

1º. Caso

F = f(I), onde C é a constante, I é a variável aleatória independente e F é a variável aleatória dependente. 

Isto quer dizer que a quantidade de capital futuro F depende de uma taxa de juros I que tem um dado comportamento incerto ou não-determinístico ou aleatório.

2º. Caso

I = f-1(F), onde C é a constante, F é a variável aleatória independente e I é a variável aleatória dependente. A notação f-1 indica que existe uma relação inversa entre F e I. 

Isto quer dizer que a taxa de juros I tem uma relação inversa com a quantidade de capital futuro F, que tem um dado comportamento incerto ou não-determinístico ou aleatório. Ou seja, quando a quantidade de capital aumenta, reduz a taxa de juros e vice-versa.

3º. Caso

C = g(F), onde I é a constante, F é a variável aleatória independente e C é a variável aleatória dependente. 

Isto quer dizer que o capital C depende da quantidade de capital futuro F que tem um dado comportamento incerto ou não-determinístico ou aleatório.

4º. Caso

F = g-1 (C), em que I é a constante, F é a variável aleatória dependente e C é a variável aleatória independente. A notação f-1 indica que existe uma relação inversa entre F e C.

Isto quer dizer que a quantidade de capital futuro F tem uma relação inversa com o capital C que tem um dado comportamento incerto ou não-determinístico ou aleatório. Ou seja, quando o capital C aumenta, reduz a quantidade de capital futuro F, e vice-versa.

2. Modelo de capitalização simples em condições de risco

O modelo de capitalização simples é:
F = C ( 1 + I.n)

Em que: a quantidade de capital futuro F depende do capital C, da taxa de juros I e do prazo n.

Daí, que:

C = F /( 1 + I.n)
I = [(F/C) – 1] x (1/n)

A questão fundamental é determinar a distribuição da variável aleatória dependente em função da variável aleatória independente. 
3. Cálculo do valor futuro em função da variável aleatória “taxa de juros”, na capitalização simples. 
Vamos considerar o 1o. caso, ou seja, onde F = f (I). Assim, F = C (1 + I.n), onde C e n são constantes e I : D(IIS), com distribuição de probabilidades conhecida.
Essa distribuição de F é dada pelos pares (F, P(F)), onde F = C(1+I.n) e P(F) = P(I)
A média e o desvio de F podem ser calculados da seguinte forma:

Média: 
FE[F] = E[C+Cin]= C+CnE[I] = C(1+I.n)
Desvio-padrão:
Fs2= S2(F) = S2(C + Cin) = C2 n2 S2(I) = (CnIs)2 
Ou 
(Fs = CnIs)
Pode-se concluir, portanto, após as substituições, que:
F = C (1+In) com F: D (F=C (1+Is.n) ; (Fs = CnIs)
Ou seja, a quantidade de capital futuro F tem uma distribuição de probabilidades com média Fe desvio-padrão Fs .
4. Cálculo da taxa de juros em função do valor futuro

Podemos calcular a média da taxa de juros e o desvio-padrão da taxa de juros em função da variável aleatória quantidade de capital futuro F, assim:

F=C (1+Is.n)        I  = [F /C – 1].(1/n)

Fs = CnIs      S = (Fs/C.n) 

Levando em consideração o 2º. Caso, tem-se: 


I = f-1 (F), temos então que I = [(F/C) – 1].(1/n), em que o capital C e o período n são constantes e o capital futuro F é a variável aleatória. Assim, a distribuição de probabilidades definida pelo par (I, P(I)) será:

I : D {I = [(F/C) – 1].(1/n)}; S = (Fs/C.n), em que Ié a média e S é o seu desvio-padrão.

Tomemos como exemplo um investidor, o qual deverá decidir entre duas possibilidades: 
Ilustração: refazer o desenho abaixo.
[image: image1.wmf]
Taxa LIBOR 

Taxa LIBOR: é a sigla de London Inter-Bank Offered Rate, taxa de juros utilizada como referencial para os negócios financeiros de clientes preferenciais no mercado europeu, principalmente em Londres – conhecida como a City ou a Meca do mercado financeiro. hotword
Um contrato de mútuo tem característica idêntica ao empréstimo para capital de giro, mas, por envolver prazos superiores a 180 dias, é mais exigente no que diz respeito às condições de garantias, com cláusulas mais restritivas, e exigentes para a concessão em função do maior risco, devido ao prazo.

Qual deve ser a decisão a ser tomada pelo investidor, considerando-se uma Libor de 7% ao ano?
Vejamos a seguir.

No mercado internacional em geral, o modelo de capitalização para esse tipo de operação é o de juros simples. Vamos admitir a existência de três cenários para os próximos 180 dias da aplicação financeira.

1º. Cenário (C1) - A Libor é de 9,5% ao ano, em função de uma recessão na Europa.

2º. Cenário (C2) - A Libor está estável em 7% ao ano, em razão do nível de atividade econômica se manter constante.

3º. Cenário (C3) - A Libor reduzirá para 6% ao ano, em razão da grande oferta de recursos financeiros no mercado europeu nos 180 dias.

A partir da definição desses cenários, o investidor deve estabelecer a distribuição de probabilidades.

	Cenário
	Probabilidade

	C1
	60%

	C2
	25%

	C3
	15%

	
	100%


Calculando o valor futuro para cada taxa Libor, temos:

a) Quando a Libor é de 9,5% ao ano, então:

I = 9,5 + 2,25% = 11,75% ao ano.

F = [C(1+(Ixn)] = 1.000.000 [(1+ (0,1175 x 180/365)] = 1.057.445,29

b) Quando a Libor é de 7,0 % ao ano, então:

I = 7,0 + 2,25% = 9,25% ao ano.

F = C[(1+(I x n)] = 1.000.000 (1+ 0,0925 x 180/365) = 1.045.616,44

c) Quando a Libor for 6% ao ano, então:

I = 6,0 + 2,25% = 8,25% ao ano.

F = C[(1+(I x n)] = 1.000.000 (1+ 0,0825 x 180/365) = 1.040.684,93

Com isso, as distribuições de probabilidades da taxa I e do valor futuro F serão dadas como segue.

	Cenários
	Probabilidade
	I (% a.a.)
	F (US$)

	C1
	0,6
	11,75
	1.057.545,20

	C2
	0,25
	9,25
	1.045.616,44

	C3
	0,15
	8,25
	1.040.684,93


Calculando a média e o desvio-padrão:

Média:
E[I] = P(I)  

I = E I = 0,1175 x 0,6 + 0,0925 x 0,25 + 0,0825 x 0,15

I= 0,106 ou taxa média de 10,6% ao ano.
E[I2] = P(I)  

E I2 = (0,1175)2 x 0,6 + (0,0925)2 x 0,25 + (0,0825)2 x 0,15 = 0,0114438

O cálculo do desvio-padrão da taxa de juros será dado por:

Is = (E I2- I2 )1/2 = [0,0114438 – (0,106)2] = 0,01442 ou um desvio-padrão de 1,44% ao ano.

Com relação à média e ao desvio-padrão do valor futuro F, há várias maneiras de se calcular, entretanto, calcularemos da seguinte forma:

F = F (I ) = C.(1+ Ix n)

F = 1.000.000 x [ 1+0,106 x (180/365)] = 1.052.273,97

Assim, a média de F será: F = 1.052.273,97

Com relação ao desvio-padrão, pode-se calcular:

Fs = C x n x Is = 1.000.000 x (180/365) = 0,0144 = 7.101,37

Logo, o desvio de F será: Fs = US$ 7.101,37.

Conclusão:
Continuar amanha!!!!
Alternativa 1

Aplicar à taxa de 10% ao ano

Resgatando: F = 1.000.000 x [1+0,1x(180/365)] = 1.049.315,06
Alternativa 2

Aplicar a Libor + 2,25%

Resgatando, em média, F= 1.052.273,97, com desvio Fs = 7.101,37
Coeficiente de variação: CV = Fs / F= 7.101,37/1.052.273,97 = 0,00675, ou seja, é de 0,675%.
A decisão do investidor, portanto, deverá ser pela alternativa 2, com base no conceito de média. 
Alternativa 1

A alternativa 1  do investidor seria aplicar no exterior US$ 1 milhão por 180 dias, em um Certificado de Depósito a taxa de 10% ao ano. LINK
Alternativa 2
A alternativa 2 do investidor seria aplicar em um contrato mútuo, também de 180 dias, a taxa Libor + 2,25% ao ano (que é o spread ou taxa de risco). LINK
5. Cálculo do valor presente em função da variável aleatória “valor futuro” na capitalização simples
O 3º. Caso é caracterizado pela função C = g(F), em que o valor presente do capital C é função da variável aleatória da quantidade de capital futuro F, com a taxa de juros I e o prazo n constantes.

Partindo de C = [F/(1+I.n)], onde o capital C está em função da quantidade de capital no futuro, F, e admitindo que F: D (FFs), pode-se determinar a variável aleatória C.
A variável aleatória C pode ser calculada partindo da fórmula acima e obtém-se a distribuição de probabilidade [C, P ( C )], onde P( C ) = P ( F ).

A média e o desvio-padrão da variável podem ser calculados a seguir:
CECE[F/(1+I.n)]=[1/(1+I.n)]. EF Fn
C2s = S2 (C)= S2 [F/(1+I.n) = 1/(1+I.n)2.S2(F) = F 2s /(1+I.n)2 logo, o desvio de C será: C = Fs/(1+I.n)

Assim, a variável aleatória C será dada por:
C: D [CFIn); Cs = Fs /In)]
6. Cálculo do valor futuro do capital em função do seu valor presente 
Pode-se calcular o valor médio e o desvio-padrão do valor futuro em função do valor presente:
Valor Médio

CF/ (In) => FC /(In)

Desvio-padrão
CsFs/ (In) => FsCs /(In
Como F = C = (1+I.n), então, pode-se escrever a variável aleatória F como função da variável aleatória independente C, com a seguinte distribuição:
F: D (FCIn); Fs = Fs /In)], que representa o 4º. Caso, visto anteriormente, em que: F=g-1 (C)
Acompanhe o exemplo a seguir.
Suponhamos que o investidor estrangeiro examine a possibilidade de se comprar dívidas de curto prazo vincendas de um país emergente, A, de 180 dias. Essa dívida de A é cotada no mercado internacional a US$ 0,75 e se deseja fazer uma avaliação sobre este valor. Sabe-se que as taxas de juros desses títulos do país A, no mercado de New York City, estão cotadas a 8,5% ao ano, e que os especialistas admitem os seguintes três cenários sobre essa dívida do país A para os próximos 180 dias:

— C1: o governo do país A não faz nenhum acordo sobre a dívida e nessas condições a dívida vincenda transforma-se em vencida e seu valor de mercado passa a US$ 0,25;

— C2: o governo do país A paga a dívida em moeda nacional, que podem ser convertidas com um ágio de 20%;

— C3: o governo do país A paga a dívida, no vencimento, em dólares.

Considerem-se os cenários e os valores em dólares dos títulos de hoje a 180 dias. 
	CENÁRIO
	VALOR DO TÍTULO  DE 180 dias (EM US$)
	PROBABILIDADE (%)

	C1
	0,25
	10

	C2
	0,8
	85

	C3
	1,00
	5



Assim, o valor futuro F, do título da dívida do país A, terá a seguinte média e o desvio-padrão:

Média: E[F] =  F  = (0,25 x 0,1) +(0,8 x 0,85) = (1,00 x 0,05) = 0,755
Variância: E[F]2 = [(0,25)2 x 0,1] + [(0,8)2 x 0,85] + [(1,00)2 x 0,05] = 0,60025
Desvio-padrão: S(F) = Fs = [0,60025 – (0,755)2]1/2 = 0,1738
Logo, o título do país A tem preço médio de  FUS$ 0,755 e Fs = 0,1738
Quando se traz para o valor presente, o preço médio e o desvio-padrão, à taxa de juros de 8,5%, têm-se:
E[C]=c=FIn)]=0,755/ (1+0,085x180/365 = 0,7246

S(C)=C=F/(1+i)=0,1738/(1+0,085x180/365) = 0,1668

Assim, o título do país A hoje vale, em média, US$0,7246 com desvio-padrão de US$ 0,1668, ou seja, o título do país A vale entre US$ 0,8914 e US$ 0,5578.
De acordo com a média, o investidor estrangeiro não deve adquirir este título, observando-se, no entanto, tratar-se de títulos com razoável nível de risco, conforme nos mostra o coeficiente de variação.

C  = 16,68/72,46 = 0,2302, ou seja, 23,02% de desvio-padrão em relação à média.
7. Resumo

A Matemática Financeira tem como principal objetivo o estudo do valor do dinheiro no tempo e alguns dos seus conceitos são fundamentais para melhor compreendermos o objetivo da matemática financeira, tais como risco, prejuízo ou despesa e lucro ou receita.
A Matemática Financeira procura desenvolver modelos de capitalização (processos de formação do capital ao longo do tempo) e os mais utilizados são o modelo de capitalização simples ou linear (representado pela fórmula F = C(1+I.n)) e o modelo de capitalização composta ou exponencial (representado pela fórmula F = C(1+I)n).
Considerando que o prazo n seja constante, pode-se estudar o efeito da aleatoriedade (não-determinístico) nas funções valor futuro do capital F= f(C,I), capital C= g(F,C), e taxa de juros I=h(F,C). Assim, para cada função é eleita uma das variáveis independentes como a variável aleatória e a outra como constante. A variável dependente será uma variável aleatória que terá determinada sua distribuição, média e desvio-padrão.

No modelo de capitalização simples em condições de risco, a questão fundamental é determinar a distribuição da variável aleatória dependente em função da variável aleatória independente.
É possível calcular o valor presente em função da variável aleatória “valor futuro” na capitalização simples, bem como o valor futuro do capital em função do seu valor presente, com o cálculo do valor médio e do desvio-padrão do valor futuro em função do valor presente.



Aplicar no exterior US$ 1 milhão por 180 dias, em um Certificado de Depósito a taxa de 10% ao ano, 


ou


aplicar em um contrato mútuo, também de 180 dias, a taxa Libor + 2,25% ao ano (que é o spread ou taxa de risco)?











