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1. Introdução

O modelo de capitalização composta é dado para o caso do:

a) Valor Futuro do Capital
F = C(1+I)n
b) Capital Aplicado
C = F / (1+I) n
c) Taxa de juros
I = (F/C)1/n – 1
Buscaremos determinar a distribuição de probabilidades da variável aleatória dependente em função da variável aleatória independente. Assim, a solução desse problema pode ser conseguida se forem consideradas as taxas de juros no período de tempo.

Se considerarmos o prazo n como constante (isto quer dizer que não varia no tempo), então a taxa de juros I pode ser explicitada em função de uma dada taxa de juros do período, I*, ou seja:

(1+I)n = (1+I*)
Assim, o modelo de capitalização composta será reescrito da seguinte forma:

F = C(1+I*) , e suas derivações: C = F/(1+I*)  e  I* = (F/C) – 1
Nestas condições, valem as médias e desvios-padrões calculadas para a capitalização simples, considerando o prazo único.
As distribuições de probabilidades terão as formas a seguir:

1o. Caso

A quantidade de capital no futuro F depende do capital C e da taxa de juros do período I*, e tem uma distribuição de probabilidades da variável aleatória independente taxa de juros com média e desvio-padrão:
F = C(1+I*), com I*:D(IIS
Então, neste caso, a variável aleatória dependente quantidade de capital no futuro F tem a seguinte distribuição de probabilidades com média e desvio-padrão:

F : D(FFS), onde F = C(1+ I) e FS = C.IS

2o. Caso

A taxa de juros I* depende da quantidade de capital no futuro F e do capital C, e tem uma distribuição de probabilidades da variável aleatória independente quantidade de capital no futuro com média e desvio-padrão:
I* = (F/C) – 1, com F:D(FFS)
Então, neste caso, a variável aleatória dependente taxa de juros I* tem a seguinte distribuição de probabilidades com média e desvio-padrão:

I*:D(IIScom I(F/C) –1 e ISFS/C
3º. Caso
O capital aplicado C depende da quantidade de capital no futuro F e da taxa de juros I*, e tem uma distribuição de probabilidades da variável aleatória independente quantidade de capital no futuro com média e desvio-padrão:
C = F/(1+I*), com F:D(FFS)
Então, neste caso, a variável aleatória dependente capital aplicado C tem a seguinte distribuição de probabilidades com média e desvio-padrão:
C:D(CCS) com CF/(1+ I*) e CS = FS/(1+ I*)
4º Caso

A quantidade de capital no futuro F depende do capital aplicado C e da taxa de juros I*, e tem uma distribuição de probabilidades da variável aleatória independente capital aplicado com média e desvio-padrão:
F = C(1+I*), com C:D(CCS
Então, neste caso, a variável aleatória dependente quantidade de capital no futuro F tem a seguinte distribuição de probabilidades com média e desvio-padrão:

F:D(FFS) com F = C(1+ I) e FS = CS.(1+ I) 
Pode-se resolver o problema de calcular o valor do capital futuro F em função da variável aleatória taxa de juros I, na capitalização composta ou exponencial.

2. Cálculo do valor futuro em função da variável aleatória “taxa de juros”, na capitalização composta

Seja F = C(1+I)n com C e n constantes e a variável aleatória taxa de juros I tem a seguinte distribuição de probabilidades I : D(I IS).
A distribuição de probabilidades do capital futuro F será dada pelos pares (F, P(F)), em que P(F) = P(I), ou seja, a probabilidade do capital futuro é a mesma probabilidade da taxa de juros. Com relação à média e ao desvio-padrão do capital futuro F, calcula-se da seguinte forma:

Média
FE[F] = E[C(1+I)n] = C.E[(1+I)n]
Variância
FS2 = S2(F) = S2(F) = S2[C(1+I)n] = C2 S2[C(1+I)n]

Desvio-padrão = raiz quadrada da variância

FS = {C2 S2[C(1+I)n]}1/2

Daí pode-se observar que não é possível calcularmos a média e o desvio-padrão em Ie desvio-padrão IS. Tem-se, portanto, calcular a média e o desvio-padrão da função Z=(1+I)n, que é conhecida como variável reduzida em Estatística.

Variável reduzida 

Variável reduzida – Também é conhecida como distribuição normal padrão para cálculos. Essa é a distribuição na qual todas as curvas normais podem ser transformadas. A distribuição normal padrão possui uma média de 0 e um desvio-padrão de 1. Para distingui-la de uma distribuição normal típica, utiliza-se a letra Z para representar a variável normal padrão. Hotword
Dado, que S2(Z) = E(Z2)-[E(Z)]2, então para se obter Fe FS deve-se calcular E(Z)=j.P(j) =j)n.P(j)
E(Z2)= j2.P(j) =j)2n.P(j), e depois achar a sua raiz quadrada para chegar ao desvio-padrão.

Para o cálculo da variável aleatória taxa de juros I em função da quantidade de capital futuro F tem-se:
I = (F/C)1/n-1, sendo o capital aplicado C e n constantes e a variável aleatória capital futuro F tendo a seguinte distribuição de probabilidades F:D(F,FS).
A variável aleatória I terá uma distribuição de probabilidades dada pelos pares (I,P(I)),onde P(I) = P(F), com a média e o desvio-padrão calculados, a partir de substituições, a seguir:

Média: ()=E(I) = E[(F/C)1/n-1]= E[(F/C)1/n]-1 
Variância: (S2)= S2(I)= S2[(F/C) 1/n-1]= S2[(F/C) 1/n]
Desvio-padrão: S= { S2[(F/C) 1/n]}1/2
Para resolver essa questão para a média e o desvio-padrão sda variável aleatória taxa de juros I, já foi visto que é necessário considerar a função Z=(F/C)1/n, na qual a média e o desvio padrão da variável Z é:

Média- E(Z)=j.P(j) =Fj/C)1/n.P(Fj)

Variância: E(Z2)= j2.P(j) =(Fj/C)1/n]2.P(Fj)
Desvio-padrão: [E(Z2)]1/2= {(Fj/C)1/n]2.P(Fj)}1/2
Vamos estudar um exemplo:
Suponhamos que se queira fazer uma aplicação em um fundo de investimento no valor de R$ 1.000.000,00 por seis meses. Existe uma tabela que mostra os cenários possíveis de taxas de juros e as probabilidades associadas pelo grupo dos gestores que tomam a decisão, a seguir:

	Cenários
	Ganho real (% ao mês)
	Probabilidade (%)

	C1
	3,0
	40

	C2
	1,0
	35

	C3
	-2,0
	25


Assim, deseja-se analisar os riscos envolvidos no resgate dessa operação.
A solução, portanto, é:

Calcular a média e o desvio-padrão da quantidade de capital no futuro, F, considerando-se n=6.
A média, como se sabe, é dada por: F C.E[(1+I)n]
A variância, como se sabe, é dada por: FS2= C2 S2[C(1+I)n]

E o desvio-padrão, como se sabe, é dado pela raiz quadrada da variância, que é dada por: FS={C2 S2[C(1+I)n]}1/2
Entretanto, como não é possível obter a média e o desvio-padrão em função de FeFS utilizando-se de Z = (1+I)n, deve-se calcular a média nos termos abaixo.
	Taxa de juros I (% ao mês)
	Probabilidade P(I)
	(1+I)6
	Z.P(I)
	Z 2.P(I)

	3,0
	0,4
	1,1941
	0,4776
	0,5704

	1,0
	0,35
	1,0615
	0,3715
	0,3937

	-2,0%
	0,25
	0,8858
	0,2215
	0,1962

	
	
	
	1,0706
	1,1603


E[Z] = E[(1+i)6 = E[(e+I) 6 = 1,0706

E(Z 2) =  E[E[(e+I) 6]  = 1,11603
Como Fs = C ; S(1+I)=C.S(Z), então:

Fs = C.S[(1+ I )n] = C.S(Z), logo: Fs = C.[E[Z2] – (E[Z])2]
Após substituições, temos: 
FS = R$ 10.000 [(1,11603 – 1,0706 x 1,0706)] = R$ 118.809,25
Calculando a média e o desvio-padrão por outro método, encontrou-se:

Fm = C.E[Z] = R = R$ 1.000.000,00 x 1,0706 = R$ 1.070.600,00, com desvio-padrão de R$ 118.809,25. Isto quer dizer, portanto, que a aplicação financeira desse fundo de investimento de R$ 1.000.000,00 em seis meses, dados os cenários prováveis e suas respectivas probabilidades, terá um retorno médio de R$ 1.070.600,00, compreendido entre uma rentabilidade mínima de R$ 951.790,75 e uma máxima de R$1.189.409,25.

3. Cálculo do valor presente em função da variável aleatória “valor futuro”, na capitalização composta. 
Agora, estudaremos o caso em que o capital presente C é função do capital futuro F, no âmbito da capitalização composta ou exponencial (importante para os pagamentos por períodos diários, semanais, mensais, trimestrais ou semestrais), pois já foi visto anteriormente sob a capitalização simples ou linear, que somente serve quando o pagamento ou recebimento é feito no final do período: C = [F/(1+I)n]
Como tratamos que I e n são considerados constantes, em razão da aleatoriedade ou incerteza, o capital futuro F tem uma distribuição de probabilidades com média e desvio-padrão F:D(F ,FS).
A distribuição de probabilidades do capital atual C será dada pelos pares (C, P(C)), onde a probabilidade do capital presente será igual a do capital futuro F, ou seja, P(C) = P(F).
A média e o desvio-padrão do capital presente C são calculados da seguinte forma:

Média: (C)=E(C) = E[(F/(1+I)n]= 1/(1+I)n.E[F]= F/(1+I)n 
Variância: (CS2)= S2(C)= S2[(F/(1+I)n]= [(1/(1+I)n]2.S2 (F)=S2[(1/(1+I)n] FS2
Desvio-padrão: CS= FS .1/(1+I)n 
Com isso, a distribuição de probabilidades do capital presente C, com a média e o desvio-padrão será dada por: C: D[CF/(1+I)n, CS = FS /(1+I)n]
4. Cálculo do capital futuro F em função do capital presente C
Considerando que a variável aleatória capital presente C tem a seguinte distribuição de probabilidades com média e desvio-padrão: C: D(CCS)
E considerando que: F = C./(1+I)n
Com I e n constantes ou invariáveis no período de tempo, pode-se obter a variável aleatória capital futuro F com média e desvio-padrão dado por:
F= C/(1+I)n e FS = CS .(1+I)n

Assim, temos que: F : D(F=C(1+ I)n

   FS = CS (1+ I)n)
Vejamos um exemplo:
Suponhamos que uma dada operação de crédito de R$ 1,0 milhão, de um dado banco para financiar um projeto econômico-financeiro de uma dada empresa em cinco meses, tem os seguintes valores estimados de retorno desse empréstimo de acordo com possíveis cenários da economia com as respectivas probabilidades decididas pelo comitê de crédito do banco:

	Cenários
	Retorno do empréstimo (R$)
	Probabilidade (%)

	C1
	1.000.000,00
	60,0

	C2
	920.000,00
	20,0

	C3
	850.000,00
	15,0

	C4
	700.000,00
	5,0


O comitê de crédito do banco também decidiu que a taxa mínima de retorno desse empréstimo deve ser de 1,7% ao mês.

Para obter a solução, deve-se elaborar a distribuição de probabilidades do valor presente do capital futuro (F), calculando sua média Fe seu desvio-padrão FS.
	Cenários
	F (R$)
	P(F)
	F.P(F)
	F 2.P(F)

	C1
	1.000.000,00
	0,60
	600.000,00
	6 x 1011

	C2
	920.000,00
	0,20
	184.000,00
	1,6928 x 1011

	C3
	850.000,00
	0,15
	127.500,00
	1,0838 x 1011

	C4
	700.000,00
	0,05
	35.000,00
	0,245 x 1011

	
	
	
	946.500,00
	9,0216 x 1011


Aí temos que a média F= R$ 946.500,00 e o desvio-padrão: FS = [9,0216 x 1011 – (R$ 946.500,00)2]1/2 =  0,62978 x 105  ou seja, o desvio-padrão  FS  = R$ 62.978,00.
 5. Valor Presente Médio e o Desvio-Padrão
Os valores médios e desvio-padrão dos empréstimos obtidos para o valor futuro podem ser trazidos para o valor presente, relembrando que a taxa mínima de atratividade é de 1,7% ao mês, e que o projeto tem vida útil de cinco meses.

Média: C=F(1+ I)n= R$ 946.500,00 (1+0,017)5 = R$ 869.993,19

Desvio-padrão: Cs= Fs(1+ I)n = R$ 62.978,00 (1+0,017)5 = R$ 57.887,40

Temos, assim, que o valor presente dos empréstimos concedidos para serem pagos em cinco meses, admitindo aquelas probabilidades e cenários sugeridos, será em termos médios de R$ 869.993,19, podendo ter, como mínimo, o valor de:
R$ 869.993,19 – R$57.887,40 = R$ 812.105,79, e como máximo, o valor de:

R$ 869.993,19 + R$57.887,40 = R$ 927.880,59.
Ou seja, C: D[C R$ 869.993,19, CS = R$ 57.887,40]
6. Resumo
É possível calcular probabilisticamente o risco de uma aplicação financeira ou uma operação de crédito, com base em cenários e probabilidades sugeridos, utilizando basicamente a capitalização composta, que é aquela que considera a incidência da taxa de juros período por período e não somente no final do período, como é o caso da capitalização simples.

Para isso, utilizam-se as equações que definem as variáveis aleatórias independentes e dependentes: capital aplicado inicialmente C, taxa de juros I, período de tempo n, e capital futuro F.

Para se determinar a distribuição de probabilidades da variável aleatória dependente em função da variável aleatória independente é necessário considerar as taxas de juros no período de tempo.
Para demonstrar esse modelo, foram utilizados os mesmos casos ou situações apresentadas na capitalização simples com o artifício de considerar o prazo como constante ou invariável, ou seja, o capital futuro F em função do capital aplicado inicialmente C; a taxa de juros I em função do capital futuro F; o capital aplicado inicialmente C em função do capital futuro F; e o capital futuro F em função do capital aplicado inicialmente C.
Posteriormente, foi relaxada essa hipótese de considerar o prazo como constante ou invariável, para calcular o capital futuro F em função da variável aleatória “taxa de juros” I. Neste caso, utilizou-se do auxílio da função Z=(1+I)n, para o cálculo da média e do desvio-padrão da taxa de juros I.
Há casos em que o capital presente é função do capital futuro, no âmbito da capitalização composta ou exponencial (importante para os pagamentos por períodos diários, semanais, mensais, trimestrais ou semestrais). Neste caso, calcula-se o valor presente do capital em função da variável aleatória “valor futuro do capital”, na capitalização composta.
