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1. Cálculo do Valor Presente Líquido – VPL de um fluxo de caixa, em condições de risco
Considere-se um fluxo de caixa (entradas ou receitas e saídas ou despesas) dado pela seqüência de valores futuros representada por [Fj] = [F1, F2, F3, ..., Fn], em que j varia de 1 a n e onde cada valor futuro é uma variável aleatória dada pela seguinte distribuição de probabilidades:

Fj : Dj [Fj, FSj)
Se tivesse que representar graficamente, poderiam ser mostradas algumas setas para as variáveis aleatórias com pontos representando o valor médio de cada valor futuro.

Se considerarmos I como a taxa de juros mínima de atratividade para ser decisão do gestor, a questão a ser resolvida nesse problema é determinar as características da variável aleatória dependente valor presente líquido – VPL.
Assim, deve-se determinar sua distribuição de probabilidades, com média (VPL) e desvio-padrão (VPLS).

VPL : D [VPL , VPLS)
2. Determinação da distribuição de probabilidade da variável aleatória VPL

a) Distribuição de Probabilidades
Considerando-se o valor futuro F de uma seqüência de fluxos de caixa (receitas e despesas) [F1,F2,F3, ..., Fn] é uma variável aleatória conhecida, dada por:

Fj : Dj [Fj, FSj); para j = 1, ..., n
Para se determinar a distribuição de probabilidades do valor presente líquido é necessário passar pela obtenção de todos os possíveis pares (VPLj, P(VPLj)), em que P(VPLj) = P (F1, F2, ..., Fn), ou seja, descobrir a probabilidade de cada VPLj, que é dada por uma probabilidade conjunta de n variáveis aleatórias.
Inicialmente, deve-se calcular o número de elementos da distribuição de probabilidades do VPL, indicando por k1 o número de valores futuros da distribuição F1; k2, para F2, e assim por diante, de forma que kn indique o número de valores da distribuição Fn, ou seja, o número de pares (VPLi, P(VPLi)) será t=k1, k2, ..., kn.

Para calcular os valores de VPLi, deve-se indicar os valores futuros de cada variável aleatória Fj por Fj,kj. Tem-se, assim, a distribuição de probabilidades de Fj dada por: 

	Fj
	Fj,1
	Fj,2
	...
	Fj,kj

	P(Fj)
	P(Fj)
	P(Fj)
	…
	P(Fj)


Cada valor presente líquido, portanto, será dado por VPLi = ( Fj,kj/(1+I)j, para j variando de 1 a n.

Cada valor de VPL corresponde a uma probabilidade representada por P(VPLi) = P(F1,k1 , F2,k2 ,…, Fn,kn)  para cada conjunto de kj elementos fixados, com i = 1,2, ..., t.

Deve-se destacar o fato do hermetismo da notação que é utilizada pela literatura, como também se deve perceber que existe um elevado grau de dificuldade na obtenção da distribuição do VPL. Isso somente poderá ser contornado com a utilização de softwares avançados para efetuar os cálculos indicados.

Probabilidades do valor presente líquido 

Probabilidades do valor presente líquido – é líquido porque se refere ao balanceamento entre receitas e despesas. LINK
Probabilidade conjunta 

Probabilidade conjunta – é conjunta em razão da existência das probabilidades das receitas e das despesas para se chegar ao valor presente líquido. LINK
Para uma melhor compreensão, acompanhe o exemplo a seguir.
Vamos considerar que existe uma série de fluxos de caixa (receitas e despesas) de um projeto econômico-financeiro de uma dada empresa em dois anos, considerando uma taxa de retorno de 10% ao ano. Qual é o risco de não se concretizar esse retorno médio? 
As distribuições de probabilidades de F1 e F2 são apresentadas na seguinte tabela:

	F1(R$ mil)
	P (F1)
	F2(R$ mil)
	P (F2)

	100
	0,8
	200
	0,6

	90
	0,2
	150
	0,3

	
	
	120
	0,1


A distribuição de F1 tem k1=2 elementos e a de F2 tem k2=3 elementos. Então, a distribuição do VPL terá t = k1.k2 = 2x3 = 6 elementos.

A determinação da distribuição (VPL, P(VPL)) significa ou equivale a resolver seis possíveis fluxos de caixa e calcular a probabilidade de ocorrência de cada fluxo de caixa. Então teremos que usar os seguintes pares: 100 com 200 e 90 com 200, 100 com 150 e 90 com 150, 100 com 120 e 90 com 120.

Se admitirmos que a P (Fj, Fk) = P(Fj).P(Fk), então, os fluxos de caixa possíveis serão os seguintes:

Fluxo 1

Como VPLi = ( Fj,kj/(1+I)j, para j variando de 1 a n, então:

VPL1 = R$ 100.000,00/(1+0,1) + R$ 200.000,00/(1+0,1)2 = R$ 90.910,00 + R$ 165.290,00 = R$ 256.200,00
Como P (Fj, Fk) = P(Fj).P(Fk), então P (VPL1) = 0,8 x 0,6 = 0,48

Fluxo 2

VPL2 = R$90.000,00/(1+0,1) + R$200.000,00/(1+0,1)2 = R$ 81.820,00 + R$ 165.290,00 = R$ 247.110,00
P (VPL2) = 0,2 x 0,6 = 0,12
Fluxo 3

VPL3 = R$100.000,00/(1+0,1) + R$150.000,00/(1+0,1)2 = R$ 90.910,00 + R$ 123.970,00 = R$ 214.880,00
P (VPL3) = 0,8 x 0,3 = 0,24
Fluxo 4

VPL4 = R$90.000,00/(1+0,1) + R$150.000,00/(1+0,1)2 = R$ 81.820,00 + R$ 123.970,00 = R$ 205.790,00
P (VPL4) = 0,2 x 0,3 = 0,06
Fluxo 5

VPL5 = R$100.000,00/(1+0,1) + R$120.000,00/(1+0,1)2 = R$ 90.910,00 + R$ 99.170,00 = R$ 190.820,00
P (VPL5) = 0,8 x 0,1 = 0,08
Fluxo 6

VPL6 = R$90.000,00/(1+0,1) + R$120.000,00/(1+0,1)2 = R$ 81.820,00 + R$ 99.170,00 = R$ 180.990,00
P (VPL6) = 0,2 x 0,1 = 0,02
Temos, assim, a seguinte distribuição de probabilidades do valor presente líquido dos fluxos de caixa:

	VPL (R$ MIL)
	P (VPL)
	VPL x P(VPL) (R$ mil)
	VPL2. P(VPL) (R$ mil)

	256,20
	0,48
	122,976
	31506,45

	247,11
	0,12
	29,6532
	7327,6

	214,88
	0,24
	51,5712
	11081,62

	205,79
	0,06
	12,3474
	2540,97

	190,82
	0,08
	15,2656
	2912,98

	180,99
	0,02
	3,6198
	655,15

	
	( = 1,0
	235,43
	56.024,77


Com essas informações, é possível calcular a média, a variância e o desvio-padrão do valor presente líquido, em condições de risco dos fluxos de caixa.
Assim, a média do valor presente líquido será:
VPL( = R$ 235.430,00, com desvio-padrão de R$ 24.443,61.

Isto quer dizer que esse valor presente líquido médio está entre (R$ 235.430,00 – R$ 24.443,61 =) R$ 210.986,39 e (R$ 235.430,00 + R$ 24.443,61 =) R$ 259.873,61.
média

Média

E[VPL] = ( [VPL x P(VPL)] = R$ 235.430,00 LINK 
variância
Variância

E[VPL2] = ( [VPL2 x P(VPL)] = R$ 56.024,77 LINK
desvio-padrão
Desvio-padrão

S(VPL) = [(56.024,77 – (235,43)2]1/2 = R$ 24.443,61 LINK
3. Cálculo da média e do desvio-padrão do VPL de um fluxo de caixa
Em algumas situações, notadamente, em sua maioria, não é necessário termos a distribuição de probabilidades da variável aleatória, mas apenas da sua média e desvio-padrão em função das variáveis conhecidas.

Assim, calculemos a média e o desvio-padrão do valor presente líquido – VPL - de um fluxo de caixa dado pela seqüência (F1, F2, F3, ..., Fn). Sabe-se que, de cada valor futuro, sua distribuição de probabilidades é dada por Fj : Dj (Fj , Fsj).
Considerando que VPL = [F1/(1+I)+ F2/(1+I)2+...+ Fn/(1+I)n], tem-se para a média:

VPL(  = E[VPL] = E[F1/(1+I)+ F2/(1+I)2 +...+ Fn/(1+I)n]

VPL(  = (E[F1]/(1+I)) + (E[F2]/(1+I)2) +...+ (E[Fn]/(1+I)n)

VPL( = (E[F1]/(1+I))+(E[F2]/(1+I)2) +...+ (E[Fn]/(1+I)n)

ou VPL( =  ( Fj /(1+I)j, com j variando de 1 a n.

Tem-se para o desvio-padrão (partindo-se do cálculo da variância):
VPL2S = S2(VPL) = S2[F1/(1+I)+F2/(1+I)2 +...+ Fn/(1+I)]

Pela propriedade da esperança matemática, que é um operador linear, a variância, que é um operador não-linear, de uma soma de variáveis aleatórias não é igual à soma das variâncias. Envolve um termo com produtos cruzados que é muito importante, pois corresponde às propriedades de diversificação das carteiras. 
A variância de uma soma é igual à soma das variâncias se as duas variáveis são independentes uma da outra. Se não são independentes, a variância de uma soma das variáveis é igual à soma das variâncias dessas variáveis mais o dobro da covariância dessas variáveis.
VPL2S = S2[(F1/(1+I)] + S2[(F2/(1+I)2]+...+ S2[(Fn/(1+I)n]+2(j<k cov[(Fj/(1+I)j, (Fk/(1+I)k]

Utilizando algebrismos e colocando-se em evidência os termos comuns (S2 e Fj), temos:

VPL2S = ( [1/(1+I)j]2 S2.(Fj) + 2(j<k cov [(Fj/(1+I)j, (Fk/(1+I)k]  ou
VPLS=[([Fsj/(1+I)j]2+2(j<kcov[(Fj/(1+I)j,(Fk/(1+I)k]1/2

Usando as propriedades das covariâncias, temos:

VPLS= [([Fsj/(1+I)j]2+2(j<k[(1/(1+I)j.(1/(1+I)k.cov(Fj,Fk)]1/2 ou
VPLS= [([Fsj/(1+I)j]2+2(j<k[(1/(1+I)j+k.cov(Fj,Fk)]1/2

Acompanhe o exemplo a seguir.
Vamos considerar que existe uma série de fluxos de caixa (receitas e despesas) de um projeto econômico-financeiro de uma dada empresa em dois anos, considerando uma taxa de retorno de 10% ao ano. Qual é o risco de não se concretizar esse retorno médio? 
As distribuições de probabilidades de F1 e F2 são apresentadas na seguinte tabela:

	F1(R$ mil)
	P (F1)
	F2(R$ mil)
	P (F2)

	100
	0,80
	200
	0,60

	90
	0,20
	150
	0,30

	
	
	120
	0,10


As médias e os desvios-padrões podem ser calculados da seguinte forma:

FFx 0,80) + (90 x 0,20) = R$ 98 mil
E[F12] = (1002 x 0,80) + (902 x 0,20) = 9.620
FF2x 0,60) + (150 x 0,30) + (120 x 0,10) = R$ 177 mil
E[F22] = (2002 x 0,60) + (1502 x 0,30) + (1202 x 0,10 = 32.190
Es1=[E[F12] - E[F1]2]1/2= (9.620-982) 1/2= 4
Es2= [E[F22 ] - E[F2]2] ½= (32.190-1772) 1/2= 29,34
Assim, temos o seguinte:

A média do primeiro fluxo de caixa sob risco é R$ 98 mil e o desvio-padrão é R$ 4,0 mil. Isto quer dizer que o fluxo de caixa médio pode variar entre R$ 94 mil e R$ 102 mil.

E a média do segundo fluxo de caixa sob risco é R$ 177 mil e o desvio-padrão é R$ 29.340,00. Isto quer dizer que o fluxo de caixa médio pode variar entre R$ 147.660,00 e R$ 206.340,00.

Para calcular a média do VPL faz-se:

VPL= F /(1+I)j + F2 /(1+I)j = [98/(1+0,1)1+ [177/(1+0,1)2 = VPL= R$ 235.370,00, que é idêntico ao obtido anteriormente, por meio da distribuição do VPL.

E, para calcular o desvio-padrão do VPL faz-se:

VPLS= [([Fsj/(1+I)j]2+2(j<k[(1/(1+I)j+k.cov(Fj,Fk)]1/2  que é igual a:

([(Fsj/(1+I)j]2=[(Fs1/(1+I)1]2+ [(Fs2/(1+I)2]2= [4/(1+0,1)]2 + [29,34/(1+0,1)2]2 = 601,19

Com relação ao segundo somatório, reduz-se a única parcela, dado que j=1 e k=2. Assim, tem-se: 
[1/(1+I)]1 + [1/(1+I)2].cov(F1, F2)
Se fossem três distribuições: F1, F2, e F3, o somatório teria o seguinte desenvolvimento: 
[1/(1+I)]1 + [1/(1+I)2].cov(F1,F2) + [1/(1+I)]1 + 1/(1+I)2].cov(F1,F3) + [1/(1+I)]2 + [1/(1+I)3].cov(F2, F3)

Como a taxa de juros I é igual a 10% ao ano, somente é necessário calcular a cov(F1, F2). Aí é necessário calcular as probabilidades conjuntas P(F1, F2), o que provoca um enorme esforço.

Calculando a cov (F1, F2), teremos:

Cov (F1, F2) = ( ( (F1i – F1) (F2h – F).P(F1i, F2h), com o primeiro somatório variando de 1 a 2 e o outro, variando de 1 a 3, ou seja:
Cov (F1, F2) = [(F11 – F1)(F21 – F).P(F11, F22) + (F11 – F1)(F22 – F).P(F11, F22) + (F11 – F1)(F23 – F).P(F11, F23)+(F12 – F1)(F21 – F).P(F12, F21) + (F12 – F1)(F22 – F).P(F12, F22) +(F12 – F1)(F23 – F).P(F12, F23)

Como P(F1i, F2h) = P(F1i).P(F2h), teremos:

Cov(F1,F2) = (100-98)[(200-177) x 0,8 x 0,6 + (150-177) x0,8 x 0,3 + (120-177) x 0,8 x 0,1] + (90-98)[(200-177) x 0,2 x 0,6+(150-177) x 0,2 x 0,3 + (150-177) x 0,2 x 0,3 + (120-177) x 0,2 x 0,1]

Cov(F1, F2) = 2 x [0] + (-8) x [0]

Cov(F1,F2) = 0
Isto não quer dizer que exista independência das variáveis aleatórias F1 e F2, mas, sim, deve ser entendido como uma evidência do fato.
Sabe-se que duas variáveis aleatórias são independentes se, e somente se, a probabilidade conjunta for igual ao produto de suas probabilidades. 
Neste caso, P(F1,F2) = P(F1).P(F2) para todos os valores das distribuições. Então, as variáveis F1 e F2 são independentes e, nestas condições, a cov (F1,F2)=0.

Na maioria dos casos, as variáveis aleatórias, que fazem parte do fluxo de caixa, serão variáveis independentes e é importante esse reconhecimento, pois fica eliminado o cálculo das covariâncias.

Recomenda-se a observação desse reconhecimento na obtenção das distribuições de probabilidades das variáveis aleatórias do fluxo de caixa.

No caso de se observar a dependência de uma das variáveis com relação à ocorrência de outra variável, pode-se fazer a seguinte notação:

P(F1,F2) = P(F1).P(F2/F1), com P(F2/F1) # P(F2), para alguns dos valores de F1 e F2.

E no caso de independência: P(F1/F2)=P(F1) e P(F2/F1)=P(F2)

Conclusão:
VPLs = (601,19)1/2 = 24,51

Isto quer dizer que o valor presente líquido, sob risco, tem média de R$ 235.370 mil e o desvio-padrão de R$ 24.510,00, com isso, o valor médio do fluxo de caixa varia de R$ 210.860,00 a R$ 259.880,00.

4. Limitantes para o desvio padrão do Valor Presente Líquido – VPLS.
Com vistas a evitar os complicados e trabalhosos cálculos das covariâncias, pode-se estabelecer um limitante para os mesmos, em conseqüência, estaremos também estabelecendo um limitante para o VPLS.
Inicialmente, é necessário relembrar o conceito de coeficiente de correlação entre duas variáveis X e Y, indicado por rX,Y, dado por:

rX,Y = cov(X,Y)/(SX.SY), com -1( rX,Y ( +1, então, rX,Y. SX.SY = cov(X,Y)
Como o maior valor assumido por rX,Y é 1, pode-se escrever o seguinte: 
SX.SY ( cov(X,Y)
Para o caso de um fluxo de caixa, tem-se FSi.FSk ( cov(FSi,FSk).
Após substituições na fórmula do VPLS, obtém-se:

VPLS ( {[(j=1 [(FSi/(1+I)j]2 + 2.(j<k [FSi/(1+I)j]. [FSk/(1+I)k]}0,5

Exemplo

Vamos aproveitar esse exercício (já feito anteriormente), que supõe uma estimativa de fluxo de caixa (receitas e despesas) de um dado projeto econômico-financeiro de uma empresa, a qual recebe os empréstimos de um banco para cinco anos e com uma taxa de retorno desejada de 10% ao ano. Para tal, observe a distribuição de probabilidades abaixo.

	F1(R$ mil)
	P (F1)
	F2 (R$ mil)
	P (F2)

	100
	0,80
	200
	0,60

	90
	0,20
	150
	0,30

	
	
	120
	0,10


Os desvios-padrões calculados e obtidos anteriormente para as variáveis aleatórias F1 e F2 foram: FS1 = 4 e FS2 = 29,34

Como precisamos desses cálculos, já feitos anteriormente, vamos repetir:

([(Fsj/(1+I)j]2=[(Fs1/(1+I)1]2+ [(Fs2/(1+I)2]2= [4/(1+0,1)]2 + [29,34/(1+0,1)2]2 = 601,19
Nessas condições, o limitante do VPLS a ser calculado, após as substituições dos valores, será:

VPLS ( {[601,19 + 2. [4/(1+0,1)].[29,34/(1+0,1)2]}0,5 = (601,19+176,36)0,5 = 27,884 ou seja, VPLS ( 27,884.
Como já foi estudado, o desvio-padrão VPLS encontrado anteriormente (24,44) foi bem distante do valor acima. O que importa, portanto, é saber se aceitamos ou não o nível de risco indicado por essa diferença do desvio, o que deverá ser avaliado caso a caso. Isso faz parte da gestão do risco.
​​​​​​​​​​​​​​​​​​
5. Fluxos de caixa com valores futuros independentes
Vejamos o caso de fluxos de caixa {F1, F2,..., Fn} formado de variáveis aleatórias independentes. Temos as expressões da média e desvio-padrão da seguinte forma:

Média:
VPL( = (j=1 [(F(i/(1+I)j 

Desvio-padrão:
VPLS = {(j=1 [(FSi/(1+I)j]2} 0,5
Como podemos observar, a média é a mesma para valores dependentes, mas a expressão do desvio-padrão se diferencia por não conter a covariância, simplificando, assim, a elaboração dos cálculos.

Para comprovar isso, basta lembrar que, por definição , F1, F2,..., Fn são independentes se, e somente se, são independentes duas a duas, três a três, ...., n-1 a n-1.

Como já foi comentado, duas variáveis Fj e Fk são independentes se, e somente se, P(Fj,Fk) = P(Fj).P(Fk), para todos os pares de valores das variáveis, o mesmo valendo para as demais combinações.
6. Série uniforme aleatória de pagamentos
Vejamos o caso de um fluxo de caixa dado em forma de valores futuros da mesma variável aleatória F, para períodos sucessivos de prazo, que será chamado de série uniforme aleatória.

Considerando que a distribuição de probabilidades seja:

F:D(F(,FS),
a média pode ser calculada como:

VPL( = F(/(1+I)1 + F(/(1+I)2 + F(/(1+I)3 +…+ F(/(1+I)n
Utilizando o conceito da soma de termos em PG (progressão geométrica), temos:

VPL( = F( .{[(1+I)n – 1]/I.(1+I)n}
O desvio-padrão, que já foi calculado anteriormente, é dado por:

VPLS = {[(j=1 [(FSi/(1+I)j]2 + 2.[(j<k 1/(1+I)j+k. cov(Fj, Fk)]}0,5

Acompanhe o seguinte exemplo.
Consideremos o fluxo de caixa em 4 anos, dado por uma série uniforme (receitas e despesas iguais no período) com a taxa de juros de 10% ao ano.

Considere-se a seguinte distribuição de probabilidades.

	F (R$ mil)
	P(F)

	100
	0,90

	80
	0,07

	20
	0,03


Então, temos para a média e desvio-padrão, o seguinte:

F( = E[F] = (R$100.000 x 0,9) + (R$80.000 x 0,7) + (R$20.000 x 0,03) = R$ 96.200
A variância será:

E[F2] = (R$100.0002 x 0,9) + (R$80.0002 x 0,07) + (R$20.0002 x 0,03) = R$9.000.000 + R$448.000 + R$12.000 = R$ 9.460.000
FS = {E[F2] - E[F] 2}0,5= [R$9.460.000 – (R$96.200)2 = R$ 14.340
Calculando a média do valor presente e o desvio-padrão da série uniforme, tem-se:

Média:
VPL( = F( .{[(1+I)n – 1]/I.(1+I)n} = R$ 96.200 x [(1+0,1)4 – 1 / [0,1x(1+0,1) 4 ] = R$ 304.940
Desvio-padrão:
VPLs =  Fs.{[(1+I)2n – 1]/[(1+I)2-1).(1+I)2n]+[(2/I)(j= [(1+I)n-1-1]/(1+I)n+j}0,5
R$14.340 {2,54 + [(2/0,1) x 0,375}0,5 = R$ 45.440
Conclusão:
A série uniforme apresenta valor presente com:
Média: VPL( = R$ 304.940

Desvio-Padrão: VPLs = R$ 45.440
Isto quer dizer, portanto, que em condições de risco, considerando uma distribuição de probabilidades, os fluxos de caixa em valor presente líquido de uma série uniforme de um projeto econômico-financeiro, em 4 anos, têm retorno médio de R$ 309.940,00, compreendidos no intervalo entre R$ 264.500,00 e R$ 349.780,00.
7. Resumo
No cálculo da média e do desvio padrão no valor presente líquido dos fluxos de caixa, em condições de risco, o valor futuro é tratado como uma variável aleatória com dada distribuição de probabilidades. Considerou-se uma dada taxa de juros mínima de atratividade para ser decisão do gestor dos investimentos, e a questão a ser resolvida foi determinar as características da variável aleatória dependente valor presente líquido – VPL. 

Para se determinar a distribuição de probabilidades do VPL é necessário descobrir a probabilidade dos possíveis pares de VPLj, conhecida como probabilidade conjunta. No exemplo trabalhado, foram consideradas situações em que não era necessário ter-se a distribuição de probabilidades da variável aleatória, mas tão-somente conhecer a média e o desvio-padrão em função das variáveis conhecidas.

Foram consideradas situações dos fluxos de caixa do VPL quando as variáveis são dependentes e independentes, introduzindo-se as propriedades da esperança matemática e das covariâncias. Para evitar os complicados e trabalhosos cálculos das covariâncias, pôde-se estabelecer um limitante para os mesmos, bem como para os VPLs. 

Analisou-se o caso especial dos fluxos de caixa com valores futuros independentes, calculando-se a média e o desvio-padrão, mostrando que a média é igual ao caso dos valores dependentes, mas que o desvio-padrão difere em função da existência da covariância, pois, quando as variáveis são independentes, não existe a covariância (ou esta é igual a zero). 

Finalmente, considerou-se o caso de uma série uniforme aleatória de fluxos de caixa, calculando-se a média e o desvio-padrão do capital futuro F e, posteriormente, o seu valor presente.
