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1.Introdução

O processo de investimento consiste na execução de duas tarefas básicas: 

· a primeira inclui determinar as expectativas de retorno e risco inerentes aos ativos disponíveis. 

· a segunda envolve a constituição de uma carteira ótima, ou seja, determinar as melhores oportunidades de risco e retorno disponíveis entre o conjunto de investimentos factíveis. O ramo das finanças preocupado com a determinação de carteiras ótimas é denominado moderna teoria do portfolio.

Moderna teoria do portfolio 

A Teoria do Portfolio Moderno foi fundamentada em modelos estatísticos. Por causa disto, é útil revisar o que é uma estatística, e como ela se relaciona ao problema de investimento. Em geral, uma estatística é uma função que reduz uma grande quantidade de informação a uma quantidade pequena. Por exemplo, a média é um número único que resume a "localização" típica de um conjunto de números. A estatística reduz muita informação a alguns números úteis – como tal, eles ignoram uma grande transação. Antes da teoria do portfolio moderna, a decisão sobre incluir-se um título em uma carteira estava, principalmente, fundada na análise fundamental da empresa, suas demonstrações financeiras e sua política de dividendo. Por definição o portfolio ótimo é aquele que possui a melhor relação risco x retorno (índice de Sharpe), o que de fato ocorre. Porém, não sabemos de antemão qual será o portfolio ótimo no futuro, como não sabemos qual será a ação mais valorizada. Mas os modelos de otimização podem servir para descobrir se existe alguma constância ao longo do tempo nas relações de risco x retorno. Isto não significa tentar descobrir o que será mais rentável, dado que isto seria contrariar a premissa do mercado eficiente.
A teoria do portfolio tem sua base em três pilares. 

· O primeiro pilar (a média do retorno tomada como a média aritmética) se traduz no comportamento de aversão ao risco por parte do investidor. Esse agente demanda remunerações adicionais, caso seja exposto a investimentos de risco. A remuneração adicional, entendida como um prêmio de risco, define-se como a diferença entre a taxa de retorno esperada e as alternativas disponíveis sobre os investimentos livres de risco.

· E o segundo pilar é a inclusão do conceito de função utilidade. Isto quer dizer que, para quantificar os trade-offs existentes entre risco e retorno para o investidor, é necessário estabelecer uma métrica que permita a comparação. Para tanto, é necessário incluir o conceito de função utilidade, que associa, a cada investimento, certo nível de bem-estar do investidor em função de seu risco e retorno.

Os trade-offs 

Os trade-offs – são escolhas que implicam em "abrir mão" de certas vantagens em uma opção para conseguir vantagens em outra opção. Sem trade-offs, não existiria a necessidade de escolha e nem de estratégia.
· O terceiro pilar (e a correlação com os outros retornos dos ativos) explicita que o cálculo do risco de um ativo individual é apenas uma parcela do risco de uma carteira de ativos. Nesse sentido, o modo adequado de calcular o risco de uma carteira é considerar o impacto de cada ativo sobre a volatilidade da carteira como um todo. Essa análise nos permitirá concluir que ativos de risco podem atuar como estabilizadores de uma carteira e, desse modo, reduzir o risco total. 

_________________________________________________________

Características do conjunto de investimentos factíveis - A presença de risco implica que o investidor não pode mais associar um único número ou remuneração a um investimento. A remuneração deve ser descrita como um conjunto de resultados e cada um deles associado à probabilidade de ocorrência. Há de se considerar que, em regra, os investidores não detêm um único ativo, mas grupos de ativos ou carteiras.  

Nesse contexto, a ação de determinar o retorno esperado e o risco de uma carteira, dados certos atributos específicos, é crucial para o investidor. Contudo, com relação ao risco, esse cálculo não se limita a encontrar uma média ponderada dos riscos individuais. Outrossim, o risco dependerá dos retornos dos ativos individuais se deslocarem na mesma direção ou em direção contrária. Iniciamos analisando uma medida de posição central, o retorno esperado, e uma medida de risco ou dispersão ao redor da média e o desvio-padrão.

Determinando o retorno esperado de um ativo e de uma carteira - Sob condições de risco, os resultados de qualquer instrumento financeiro são desconhecidos a priori. Entretanto, supõe-se conhecida a distribuição de retornos, assim como a probabilidade de ocorrência de cada retorno. 

A tabela a seguir mostra um caso hipotético de retornos e as respectivas probabilidades para o ativo i. 

	Estado da Natureza


	Probabilidade
	Retorno  Esperado

	1
	1/3
	12

	2
	1/3
	9

	3
	1/3
	6


Nesse cenário, um investidor, quando defrontado com um instrumento financeiro, cuja remuneração dependa da realização de um determinado estado da natureza, deve calcular uma expectativa de retorno para cada risco. O retorno esperado, denotado por 
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Em que 
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 é o retorno do ativo i no estado da natureza j e 
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 é a probabilidade associada à ocorrência do retorno do ativo i no estado da natureza j. No caso em tela, o retorno esperado para o ativo i é igual a 9.

Quando o investidor opta por diversificar seus investimentos entre diversos instrumentos financeiros, o cálculo da expectativa de retorno de uma carteira deve considerar o retorno esperado de cada ativo, assim como a composição dos ativos em carteira. A título de ilustração, considere os dados da tabela seguinte:

	Estado da natureza
	Probabilidade
	Ativo 1
	Ativo 2
	Ativo 3

	1
	1/3
	6
	12
	42

	2
	1/3
	10
	20
	30

	3
	1/3
	14
	28
	18

	Retorno Esperado
	10
	20
	30


Supondo que o investidor tenha combinado os ativos 1, 2 e 3 nas proporções de 30%, 30% e 40%. Nesse caso, a remuneração esperada pelo investidor é de 21% [=(0,3x10)+(0,3x20)+(0,4x30)]. 
_________________________________________________________

2. Uma medida de dispersão

Não apenas é necessário ter uma medida do retorno esperado, mas também é útil ter uma medida de quanto os resultados diferem da média. Intuitivamente, uma medida sensata seria examinar a diferença diretamente, ou seja, calcular 
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. Tendo determinado a medida de dispersão, para cada resultado bastaria totalizar essas medidas. 

Entretanto, essa abordagem apresenta um problema. Algumas diferenças serão positivas, enquanto outras serão negativas e tenderão a se anular. Há duas alternativas para resolver este problema: 

· tomar valores absolutos das diferenças, ou 

· elevar ao quadrado as diferenças. Ressalte-se, contudo, que ao analisarmos as carteiras, ao invés de um único ativo, a segunda solução é mais adequada.

De fato, o cálculo do quadrado das diferenças observadas em relação à média é a representação da variância. Em termos formais, a variância do retorno do ativo i, denotado por 
[image: image6.wmf]2

i

s

, é dada por:


[image: image7.wmf](

)

å

=

-

=

N

j

ij

i

ij

i

f

R

R

1

2

2

s



ou 


[image: image8.wmf](

)

N

R

R

N

j

i

ij

i

å

=

-

=

1

2

2

s


As fórmulas acima representam a variância populacional, contudo, freqüentemente, o cálculo da variância é obtido com base em valores históricos. Nesse caso, o estimador da variância não viesado é dado por:

Não viesado 

Não viesado – Para uma revisão dos conceitos de não viés da variância, consulte Damodar Gujarati (2003), Econometria Básica, 3a. edição, McPearson Makron Books.
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_________________________________________________________

A variância da combinação de ativos - Essa simples análise nos fornece os elementos mediante os quais um investidor pode escolher entre ativos de risco. Contudo, as opções disponíveis para o investidor não estão restritas a investimentos em um único ativo. Um investidor pode alocar seus recursos em diversos ativos. Enquanto essa oportunidade eleva o número de opções para o investidor, ao mesmo tempo alavanca o grau de complexidade de risco.

O risco de uma carteira é bem distinto da média do risco dos ativos individuais. De fato, para melhor avaliar o risco de uma carteira é necessário considerar a expressão da variância da soma:
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(A)
Em que 
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 é a participação do ativo i na carteira e 
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 a covariância entre os ativos i e j.
Em vários aspectos, é útil explicitar a covariância como um produto dos desvios-padrão dos dois ativos e o coeficiente de correlação de Pearson (
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Desse modo, é possível reescrever (A) como:
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(B)
Correlação de Pearson

A Correlação de Pearson  quantifica a força de associação linear entre duas variáveis e, portanto, descreve quão bem uma linha reta se ajustaria através de nuvem de pontos. 

Retornando para (A), o primeiro termo, 
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, expressa a soma das variâncias dos ativos individuais multiplicados pelo quadrado das proporções investidas em cada ativo. O segundo termo é a covariância dos ativos. Observe que cada covariância entre pares de ativos está presente na expressão.

A expressão anterior nos permite inferir algumas estratégias para o investidor. Considere a estratégia de realizar investimentos em iguais proporções. Nesse caso, (A) pode ser reescrita como:
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Rearranjando a expressão, obtemos:
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Note que ambos os termos entre colchetes são médias. O primeiro termo é a média das variâncias individuais, enquanto o segundo é a média das covariâncias. Substituindo os somatórios pela expressão das médias:
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A contribuição da variância individual tende a zero conforme N tende ao infinito.
Contudo, a contribuição da covariância se aproxima da covariância média. Portanto, o risco individual de um ativo pode ser diversificado, mas a contribuição do risco total causada pela covariância não pode ser diversificada.

 _________________________________________________________

3. Características dos riscos das carteiras

Anteriormente, examinamos as características de um ativo individual e iniciamos a análise dos atributos da combinação de ativos. Analisaremos, agora, as características do risco e o retorno de carteiras mais detalhadamente.

No que tange ao risco, a representação formal do risco de uma carteira, considerando N ativos, dada por (B), mostra uma relação do risco da carteira e o coeficiente de correlação entre os ativos. 

Esse coeficiente, por definição, está contido no intervalo 
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. Quando a correlação entre dois ativos assume o valor +1, os ativos se deslocam perfeitamente na mesma direção. Quando a correlação entre dois ativos assume o valor –1, os ativos se deslocam perfeitamente, porém, em direção contrária.

Visando melhor compreender as implicações dos co-movimentos existentes entre os diferentes ativos, estudaremos casos específicos. Inicialmente, examinaremos os casos extremos, para, posteriormente, verificarmos seus efeitos no caso intermediário. Sem perda de generalidade, nos restringiremos às carteiras compostas por apenas dois ativos. Nesse contexto, o risco da carteira pode ser representado como: 
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(C)

____________________________________________________ 

(A) Caso 1: Correlação Perfeitamente Positiva (
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Considere o caso em que o coeficiente de correlação é igual a +1. Nesse caso particular, (C) pode ser reescrito como:
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A expressão acima pode ser sintetizada sob a forma de um quadrado da soma.
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Extraindo a raiz:
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Note que o risco da carteira será uma combinação linear do risco dos ativos presentes na carteira. O gráfico abaixo mostra uma representação da evolução do binômio risco-retorno para os seguintes ativos:

	Ativo
	Risco
	Retorno

	1
	3
	8

	2
	6
	14


[image: image38.png]


Gráfico No 01 –  Evolução do binômio risco-retorno
(B)Caso 2: Correlação perfeitamente negativa (
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Analisaremos, agora, o outro caso extremo. Dois ativos movem-se juntos, porém em direções opostas. Nesse caso, (C) é reescrito como:
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Repetindo os procedimentos acima, é possível reduzir-se o risco da carteira a:
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E extraindo a raiz quadrada:
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Observe que o risco da carteira é uma combinação linear dos riscos ativos individuais. Para os mesmos valores de risco e retorno do exemplo acima, traça-se o seguinte gráfico:

Grá[image: image39.wmf] 
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fico No 02 – Combinação linear dos riscos ativos individuais
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Note que, eventualmente, é possível obter uma carteira com retorno positivo e risco nulo.  

Risco nulo 

Risco nulo – Anula-se um dos componentes do risco; que é o diversificável.
___________________________________________________

(C) Caso 3: Correlação Intermediária (
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Nesse caso, (C) não pode ser escrito sob a forma de um quadrado perfeito. De fato, (C) representa uma forma quadrática, isto é:
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Ao se calcular o desvio-padrão da carteira, obtém-se:
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Nesse caso, ao se plotar o gráfico da relação risco e retorno:
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Gráfico No 03 – Da relação risco e retorno
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Em que M é carteira de variância mínima, como medida de eficiência, pois representa uma carteira de ativos com o menor risco possível.

_________________________________________________________

4. Algumas conclusões sobre a combinação de ativos

Observamos algumas relações inerentes à combinação de ativos que nos permite desenvolver alguns insights. É interessante observar que, para cada par de ativos, há uma combinação que resulta no menor risco. A potencial redução de risco dessa combinação depende da correlação existente entre os ativos. Nesse sentido, quanto mais baixa a correlação entre os ativos, maior o potencial de diversificação. 

Outro importante resultado traduz-se no fato de que as combinações de ativos que produzem retornos inferiores ao da carteira de menor risco (M) representam escolhas não-racionais para o investidor.  Nesse caso, é sempre possível obter retornos superiores para um dado nível de risco.

Gráfico No 04


Finalmente, o risco derivado da combinação linear de ativos será igual (caso 1 – Correlação Perfeitamente Positiva (
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)) ou inferior à combinação linear dos riscos individuais, para um dado nível de retorno. 

_________________________________________________________

Fronteira eficiente - Os conceitos explicitados constituem um dos pilares da moderna teoria de portfolios. Até a sua elaboração, era comum a noção de que o nível de risco de uma carteira de investimento em ativos de risco seria minimizado quanto maior o número de títulos integrantes de um portfolio. 

Coube a Markowitz (1952) evidenciar as falhas dessa afirmação, mostrando a existência de carteiras eficientes (sem diversificação supérflua). Essas carteiras seriam as preferidas por investidores racionais, em função de possuírem o maior retorno para o seu nível de risco ou, então, o menor nível de risco para uma dada taxa de retorno.

Ele afirmou que era possível identificar estes portfolios eficientes por meio da análise de três informações: da taxa de retorno de cada título integrante do portfolio; das variações destas taxas de retorno (variância ou desvio padrão das taxas de retorno); e das relações entre a taxa de retorno de cada título com a de todos os outros títulos (a covariância entre as taxas de retorno).

Gráfico No 5

 SHAPE 



Em que, M é a carteira de menor risco ou de variância mínima.

____________________________________________________

5. A Escolha do investidor

Uma fronteira eficiente apresenta o maior retorno para um dado nível de risco. Essa curva representa o conjunto de carteiras factíveis para um investidor racional. A escolha de qual carteira será a escolha ótima do investidor deve envolver hipóteses adicionais sobre o comportamento do investidor.

Em primeiro lugar, o investidor deve ser capaz de estabelecer um ranking entre todos os investimentos alternativos com base na relação entre retornos esperados e riscos existentes. Adicionalmente, se os investidores não são capazes de afetar o retorno dos ativos (e estes são perfeitamente divisíveis), então, o sistema de risco-penalidade do investidor pode ser formalizado no conceito de utilidade. 

Valores superiores de utilidade estão associados às carteiras mais atrativas em sua relação risco-retorno. Portanto, para um dado de risco, carteiras com retornos esperados superiores produzem níveis superiores de utilidade. Graficamente, podemos representar o trade-off entre risco e retorno por curvas de indiferença.

Gráfico No 6


Nesse contexto, a carteira ótima para o investidor será aquela, sobre a fronteira eficiente, que produz o maior nível de utilidade. Cabe destacar que o trade-off da relação risco-retorno depende de hipóteses adicionais sobre o grau de aversão ao risco desse investidor. De fato, o grau de aversão ao risco terá impacto sobre as escolhas do investidor.  

Investidores avessos ao risco “penalizam” a taxa esperada de retorno de ativo de risco. Quanto maior o risco associado, maior a penalização. Em contraste aos investidores avessos ao risco, investidores neutros ao risco consideram apenas valores de retorno esperado. Por fim, amantes do risco “ajustam” o retorno esperado (deslocando-o para cima) para levar em consideração a “diversão” pelo risco. 

6. Fronteira eficiente com um ativo livre de risco

O trabalho de Markowitz estabeleceu a existência de uma fronteira eficiente com base em que, na relação retorno-risco, era factível para qualquer coleção de ativos de risco e investidores racionais deveriam escolher ativos sobre a fronteira no ponto que refletisse as preferências do investidor com base no binômio risco-retorno. A introdução de um ativo sem risco (variância do retorno nula) adicionou uma nova dimensão a esse instrumento analítico, fornecendo aos investidores opções adicionais de investimento.

hotword

Ativo sem risco 

Ativo sem risco – É um ativo que serve de referencial para renda fixa. Foi utilizada a caderneta de poupança, uma vez que possui uniformidade na série. 

Com efeito, ao se combinar o ativo livre de risco com qualquer outro ativo (ou carteira), a relação risco-retorno torna-se linear. Essa nova combinação de ativos pode, mediante a correta escolha de ativos de risco, criar uma fronteira eficiente melhor do que a obtida por Markowitz, deslocando a fronteira eficiente.

hotword

Ativo livre de risco 
O ativo livre de risco é um ativo (hipotético) que remunera a taxa livre de risco.  Embora na prática não exista a figura de um ativo sem risco, títulos de emissão do Governo são usados como proxies. Em virtude da variância nula, não são correlacionados com os demais ativos da economia.

De fato, qualquer combinação de um portfolio ótimo ao longo da fronteira eficiente produz resultados superiores, em termos do binômio risco-retorno, aos que existiam antes da introdução do ativo sem risco. Uma métrica para avaliar essa relação é a proposta por Sharpe (1964), que analisa o excesso de retorno por unidade de risco.
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Excesso de retorno 

Excesso de retorno é também denominado de excesso de risco.
Link

Um dado nível de risco – Essa quantidade é conhecida como razão/índice de Sharpe, cuja expressão algébrica é 
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, em que o R é o retorno do ativo, RF é a taxa livre de risco.

Entre as carteiras disponíveis, P produz o maior excesso de retorno esperado (sobre a taxa livre de risco) para um dado nível de risco. Note que os pontos sobre a reta definida pela combinação do ativo sem risco com P é a nova fronteira eficiente.
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Por convenção, essa reta do gráfico é referida como Linha do Mercado de Capital ou Capital Market Line – CML. _________________________________________________________

7. Resumo

Os ativos se combinam em uma carteira. Concentramo-nos em determinar a taxa de retorno esperada e a variância da carteira. O retorno esperado é simplesmente a média ponderada dos retornos esperados dos ativos individuais. As ponderações são as proporções dos recursos investidos em cada ativo. 

A variância da carteira é determinada com base na variância e covariância dos ativos integrantes dessa carteira.

Os investidores racionais selecionam ativos sobre a fronteira no ponto que reflete as preferências do investidor. Adicionalmente, a introdução de um ativo sem risco permite deslocar a fronteira eficiente.

As preferências do investidor em termos de risco e retorno esperado podem ser expressas por uma função utilidade que cresce segundo maiores retornos esperados e decresce com a maior volatilidade do ativo. Investidores avessos ao risco tendem a aplicar um maior grau de penalização para o risco. 
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