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UNIDADE 3 — IMPLICAGAO LOGICA E EQUIVALENCIA LOGICA — METODOS DA
TABELA VERDADE E ALGEBRICOS
MODULO 1 — IMPLICAGCAO LOGICA

1 - IMPLICACAO LOGICA PELO METODO DA TABELA VERDADE

Uma proposicdao qualquer P implica logicamente em outra proposi¢do Q quando, e somente quando, a
proposicdo Q é verdade todas as vezes que P for verdade.

Dessa forma, ao analisar as tabelas verdades de P e Q, ndo pode ocorrer V no resultado de P e F no
resultado de Q, simultaneamente na mesma linha.

A notagdo de implicagao légica entre as proposi¢des P e Q é a seguinte:

P=Q
Ou ainda:
P(p,a,r..)=>Q(paqr,..)

Assim, para verificar a implicacdo légica entre as proposi¢cdes abaixo, constrdi-se a tabela verdade de
ambas para a comparacdo do resultado final. Veja um exemplo a seguir.

Verificar a implicagdo légica entre:
P:pAq
Qp<eq

19) Tabela verdade de P: p A q

Bl WM
M| T < | <
|| | | =

29) Tabela verdade de Q: p <> q
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39) Comparando-se os resultados das tabelas verdades de P e Q, tem-se:

M| M| T || =

Conclusao:

Analisando as colunas dos resultados das tabelas verdades, na linha em que P obteve o resultado V,
simultaneamente a proposi¢do Q obteve também V, conforme requisito da regra de implicagdo. Logo,
afirma-seque P:p A gimplicaemQ:p < q

Assim, diz-se:

P (pr a,r, ) = Q(pl q,r )
Ou simplesmente:
PAQ=p<q

Uma forma de facilitar a comparagao dos resultados é o uso compartilhado das colunas das proposi¢ées
componentes. Veja a demonstragdo a seguir:

04

2 - TAUTOLOGIAS E CONTRADICOES NO CONCEITO DE IMPLICACAO LOGICA
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Diz-se que uma proposi¢do P implica em outra proposigdao Q se ndo ocorrer simultaneamente os valores
V e F nas respectivas colunas de resultado.

Ora, caso as proposicdo P e Q sejam ambas tautologias, teremos o valor V em todas as linhas de ambos
os resultados, eliminado a possibilidade de ocorrer a combinacdo V e F simultaneamente.

Veja a seguir um exemplo da verificagcdo da implicacdo de P = Q, sendo P: p V ~(pAq) e Q: pAg — (p <>
g), ou seja:

Verificar se

(pV ~(pAq)) = (pAq = (p <> q))

Vejamos entdo se P: p V ~(pAq) implica em Q: pAq — (p < q):

19) Tabela verdade de P: pV ~(p A q)

1. v v v F v
2. V F F v v
3. F V F v v
4 F F F vV v

2 9) Tabela verdade de Q:pAq = (p € q)

1. v V v Y, v
2. v F F F v
3. F V F F v
4. F F v F \Yi

392) Comparar os resultados das tabelas verdades de P e Q

Ao compararmos os resultados, podemos entdo afirmar que P implica em Q e também que Q implica em
P.

Conclusao:

Pode-se afirmar:

pV~(pAQ)=pAg—(p<q)
Bem como:
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pAG—(p—a)=pV~(pAaq)
Generalizando a analise, nota-se que sempre havera implicagdo Idgica entre as proposi¢Ges
tautoldgicas.

06

Seguindo o mesmo principio, agora comparando duas proposi¢ées que sdo ambas contradi¢Oes, entdo
teremos o valor F em todas as linhas de ambos os resultados, eliminando também a possibilidade de
ocorrer a combinacdo V e F simultaneamente.

Veja a seguir um exemplo:
Verificar se
P: ((pAQ)A™(pVQ)) = Q: (“pA(pA~q))

19) Tabela verdade de P: (pAQ)A~(pVq)

29) Tabela verdade de Q: “pA(pA~q)

392) Comparar os resultados das tabelas verdades de P e Q

Comparando os resultados, podemos afirmar que P implica em Q e também que Q implica em P, pois
nado ocorre “V = F” simultaneamente na mesma linha.

Conclusdo:

Pode-se afirmar:
(PAQ)A~(pVQ) = ~pA(PA~Q)
Bem como:

~pA(pA~q) = (pAg)A~(pVa)
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Além dessas interessantes relagdes entre contradicdo, tautologia e implicacao légica, apresenta-se agora
outra relagao:

| Toda implicacdo é uma condicional tautolégica

Esta é relagdo mais importante entre o conceito de tautologia e implicagdo logica.

Retornando ao primeiro exemplo de implicagdo légica deste mddulo, lembre que confirmamos a
implicagdo p A q = p <> g comparando as respectivas tabelas verdades. Relembre abaixo:

M| M| T =
<| ||

Aproveitando-se desta importante relacdo, aprenderemos agora que podemos substituir o sinal de
implicagdo “=" por uma operac¢do de condicional “—” e formar a nova proposi¢do (p Aq) — (p < q),
cuja tabela verdade devera ser uma tautologia para confirmar a existéncia de implicagao légica. Vejamos

a seguir:
A B
Vv Vv Vv
F F v
F F Vv
F Vv Vv

Confirmada a tautologia ao substituir = por - , comprova-se entado a implicacao légicap Aq=p
< q.

A seguir ha um caso de verificagcdo de implicagao ldgica envolvendo proposi¢des que possuem
guantidades distintas de proposi¢des componentes:

* Proposicdes:
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¢]
pV(p<>q)

* Tabelas verdades:

bl IR A

M| M| <| <
M|l <|m| <
< | || =
<|Nn|l<|<

Em situacGes assim, onde ha tabelas verdades com um nimero distinto de linhas, o método de
substituicdo da = por — sera ainda mais adequado para a verificacdo.

Ou seja:

Faz-se a tabelade p — p V (p < q)) par verificar se o resultado é uma tautologia:

1.

m| M| | =
M <|T| <
< || M| <
| | e | e
< | =< | < |=<

2
3.
4

Tautologia comprovada! Logo, implicagdo légica também comprovada.
3 - A APLICACAO PRATICA DE IMPLICACAO LOGICA

A principal aplicagdo do conceito de implicagdo légica é o estudo dos chamados argumentos légicos.

Sdo exemplos de argumentos légicos:

Tudo que respira é um ser vivo.
A planta respira.
Logo, a planta é um ser vivo.
P>Q
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Q>R
Logo, P>R

Na estrutura dos argumentos légicos, as duas primeiras declaragGes sado ditas premissas e a Ultima
declaracao é a conclusao.

Assim, Diz-se:

As declaragGes apresentadas nas premissas sustentam a conclusdo. Diz-se também que as premissas
conduzem a dedugdo da conclusao.

Para que o argumento seja valido, é preciso que as premissas e a conclusao estejam corretamente
relacionadas, de tal forma que seja impossivel ocorrer premissas verdadeiras e uma conclusao falsa.

Porém, note que:

A validade de um argumento nao é garantia da veracidade da conclusao, pois um argumento é também
valido se tiver premissas falsas e uma conclusao também falsa.

Veja abaixo um argumento dentro da légica das proposigdes:

pP->q
p
Logo, q

Ou também representado por:

pP->q
p

Este é um argumento valido importante, denominado regra de inferéncia Modus Ponens (MP), que diz
o seguinte:

P — q | Estalinha declara: se p ocorrer, entdo q também ird ocorrer.

P Esta linha declara: ocorreu p.
q Esta linha entdo conclui: Logo, ocorreu q também.
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Outro argumento valido importante é a denominada regra de inferéncia Modus Tollens (MT), que
declara o seguinte:

Esta linha declara: se p ocorrer, entao q também ird ocorrer.

Esta linha declara: ndo ocorreu q.

Esta linha entao conclui: Logo, também nao ocorreu p.

Essas e todas as chamadas regras de inferéncia sdo implicacGes légicas comprovadas. Veja a seguir.

Observe agora a comprovacdo da implicacdo légica de MP - Modus Ponens:

19) Juntam-se as premissas por meio da conjungao (p — q) A p.
29) Verifica-se a implicagdode (p — q) Ap=q.

Ou seja:

B oo
M <<
M| <|T| <
< | < | T |I<
M| M| | =
=| < | << |=<

Tautologia da condicional estd comprovada! Logo, a implicacdo logica também.

Além de MP — Modus Ponens e MT — Modus Tollens, ha outras implicacdes logicas importantes e
também denominadas de regras de inferéncias:
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Regras de Inferéncia

Ado disniva (AD)

odus PonensP)

Silogismo Disjuntivo(SD) (Pva)a~q = p

Dilema Construtivo(DC) (p>a) A (r>s)a (pv)=>qvs

Absorcao(ABS) P—>q =p—>(p—0q)

Perceba que a conclusdo sempre ja esta contida nas premissas. Caracteristica que torna este um
estudo relacionado com a teoria dos conjuntos matematicos.

DESAFIO

Vimos anteriormente a comprovagao da implicagdo légica de MP.- Modus Ponens.

Comprove agora a denominada regra de inferéncia Modus Tollens (MT), que declara o seguinte:

Dica:

12) Junte as premissas por meio da conjungdo: (p — q) A ~g.
29) Verifique se a implicacdo de (p — g) A ~g = ~p, usando o teorema que diz que toda implicacdo
I6gica é uma condicional tautoldgica. Ou seja:
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= WM
m M| < | <

Sera realmente uma tautologia a condicional?! ©

Complete a tabela acima e observe o resultado da ultima coluna. Se nela forem obtidos apenas valores
légicos “V”, entdo a implicagdo logica de MT estara comprovadal

15
RESUMO

Implicagdo Légica - Uma proposicdo qualquer P implica logicamente em outra proposi¢cdo Q quando, e
somente quando, a proposi¢do Q é verdade todas as vezes que P for verdade.

Ou seja: ao analisar as tabelas verdades de P e Q, ndo pode ocorrer V no resultado de P e F no resultado
de Q, simultaneamente na mesma linha.

A notagdo de implicagao légica entre as proposigdes P e Q é a seguinte:
P=>Q

Ou ainda:

P(p,qg,r,...)=>Q(p,q,r,..)

Assim, quando uma proposi¢ao implica na outra, escrevemos entao:
P=Q

Por exemplo:

VerifiqueseP: pAg=>Q: p<q
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Comparando-se os resultados finais de P e Q, percebe-se que ndo houve a ocorréncia de V= F na

mesma linha. Veja a seguir:

M| M| M| =

RV

Lembre-se também que, segundo o Teorema, a proposicao P implica na proposicdo Q (isto é, P = Q), se
e somente se a condicional P — Q for tautoldgica.

Vale ressaltar que os simbolos — e = sdo distintos. O simbolo — representa uma operagao légica,
enquanto que = indica uma relagdo que estabelece que a implicacdo légica e estabelece que a
condicional é tautoldgica. Veja:

UNIDADE 3 — IMPLICACAO LOGICA E EQUIVALENCIA LOGICA — METODOS DA
TABELA VERDADE E ALGEBRICOS
MODULO 2 — EQUIVALENCIA LOGICA

1 - EQUIVALENCIA LOGICA PELO METODO DA TABELA VERDADE

Tem-se uma equivaléncia ldgica entre duas proposi¢cdes quando ambas produzem o mesmo resultado na
tabela verdade.

Dessa forma, uma proposicao P é dita equivalente a proposi¢cao Q quando os resultados das respectivas
tabelas sdo idénticos.
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A notacdo de equivaléncia logica entre as proposicGes P e Q é a seguinte:

P Q
Ou ainda:
P(p,ar..)eQlpar,..)

Por exemplo, para verificar se as proposi¢ées P:p—(g—r) e Q:(pAg)—r sdo logicamente equivalentes
entre si, constroi-se as tabelas verdades de ambas para a comparagdo do resultado final. Veja a seguir.

Vamos entdo verificar a equivaléncia légica entre:

P:p—(qg—r)
Q:(pAg)—r

Tabela verdade de P: p — (g — r)

1. V v v v i
2. v v F F E
3. V F v v V
4, v F F v vV
5. F v v v i
6. F v F F vV
7. F v v Vv
8. F F v Vv
Tabela verdadede Q: (pAqg) —r
1. v v v v
2. V v F v
3. V F v F
4, v F F F
5. F v v F
6. F v F F
7 F F v F
8. F F v

CE

Comparando-se os resultados das tabelas verdades de P e Q, tem-se:
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S << | |< | <|T|<

Conclusao:

Sdo equivalentes entre si as proposi¢oes P:p—(g—r) e Q:(pAq)—r, devido a igualdade de resultados das
respectivas tabelas verdades.

Assim, pode-se afirmar:
P(p,a,r,..) & Qlp,qr,..).
Ou simplesmente:
p—(g—r)=(pAg)—r

04

E importante notar:

As distribuicOes de valores légicos das colunas das proposigdes componentes sdo iguais entre si. Este
recurso possibilita compararmos as respectivas colunas de resultados.

Veja abaixo as colunas de p, g e r de ambas as tabelas. Comparando linha a linha, notara que todas
estdo com combinagdes valores idénticas. Por exemplo, a combinagdo VV V V dalinha 1 de P é igual a
da linha 1 de Q, conforme ocorre até a ultima linha 8.

Tabela verdade de P: p — (q — r)

M T T < | < < | <
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Tabelaverdadede Q: (pA Q) —r

M| M| M M = =< = | =

Também é importante notar que:

P e Q possuem o mesmo numero de linhas nas tabelas verdades. Isso ocorre pelo fato de terem o
mesmo numero de proposigdes componentes.

Assim, uma forma de facilitar a comparagdo dos resultados é usar as colunas de p, g e r de forma
compartilhada, conforme demonstrado a seguir.

v v v v v v
V| v F F F v
v F v ) v F
v F F v v F
F L v Vv v F
F | v F F v F
F F v v Vv F
F F F v Vv v

2 - TAUTOLOGIAS E CONTRADICOES NO CONCEITO DE EQUIVALENCIA LOGICA
Considere as duas proposi¢cdes compostas, P e Q, que sdo ambas tautologias:
P:pV~(pAaq)
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BN
m| M| < | <
m<|m| <
M| M| T =<
|||

<|<|<]|<

QpAg—(p<q)

m| M| < | <
m|<| T | <
L] e o 1 e T L ¢

=l
M| T | T =
<|<|<|<

Ora, se os resultados das tabelas verdades de P e Q sdo iguais, podemos afirmar que sdo equivalentes
logicamente. Dessa forma, generalizando, nota-se que as proposi¢oes tautoldgicas sdo também
equivalentes entre si.

Conclusao:
Pode-se afirmar a equivalénciapV~(pAq) ©pAg— (p < q)

Seguindo o mesmo principio, sendo que agora para proposi¢do que sejam ambas contradi¢des, entdo é
possivel afirmar que sdo equivalentes entre si. Observe novamente que possuem tabelas verdades com
o0 mesmo numero de linhas e combinagdes de valores p e g coincidentes, linha a linha.

P: (pAQ)A™(pVa)

Q: “pA(pA~q)
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Conclusao:

Pode-se afirmar a equivaléncia (pAQ)A~(pVq) © ~pA(pA~q)

Agora vamos estudar a relacdo mais importante entre o conceito de tautologia e a equivaléncia légica,
que é:

Toda equivaléncia é uma bicondicional tautolégica

Resgatando o primeiro exemplo de equivaléncia ldgica deste mddulo, vamos lembrar que ao comparar
as respectivas tabelas confirmamos a equivaléncia:

p—(g—r) & (pAg)—r

Ou seja, comparamos as colunas de resultado das duas tabelas:

o) | <> Graor

S|l < IS | K| S| <|T (<
| <=|=s | = |<=|<|7T|<

No entanto, aprendemos agora que poderiamos substituir o sinal de equivaléncia “<"” por uma
operacgao de bicondicional “«—”, obtendo uma nova proposi¢do, cuja tabela verdade devera ser uma
tautologia. Ou seja:

Equivaléncia a ser verificada:
p=>(q->r) < (pAa)->r

Substituicdo de “<” por uma bicondicional “«<":

(p—(g—r))<=>((pAQ)—r)

Confira a seguir este novo método de verificacdo de equivaléncia. Veja que, ao substituir ? por ?, o
resultado da tabela verdade de (p—(q—r))<((pAg)—r) é uma tautologia:
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A B
A< B

v v vV
F F vV
v v v
v v vV
v v Vv
v v v
v v Vv
v v v

Este é um teorema de grande importancia. Posteriormente exploraremos o estudo das equivaléncias
|6gicas notaveis.

Considere agora o estudo de equivaléncia entre sentencas que possuem quantidades distintas de
proposi¢cdes componentes.

Por exemplo, caso nos seja solicitado verificar se sdo equivalentes as proposi¢oes: p e pV(pAq)

Pelo método tradicional de comprovagao de equivaléncia, temos que fazer as duas tabelas verdades,
que sao:

=l w N

M| M| < | <
Ml <|m| <
M| M| | =<
m| M| < | <

Mas como comparar uma tabela que tem 2 linhas a outra com 4 linhas?

Uma solugdo é buscar a confirmacgao do teorema que diz que toda equivaléncia é uma bicondicional
tautolégica. Ou seja, faz-se a tabela de p < (pV(pAq)) para verificar se o resultado é uma tautologia:
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sl wln

MmN < | <
m<|m| <
MMM <
mm | < | <
= |=|<=|<

Tautologia comprovada! Logo, a equivaléncia légica também estd comprovada.

3 - A APLICACAO PRATICA DE EQUIVALENCIA LOGICA

Algumas equivaléncias logicas sao tao relevantes, que sao denominadas equivaléncias notaveis, que sao
equivaléncias utilizadas na pratica da simplificagdo de proposigoes.

A simplificacdo de proposi¢Oes ldgicas é a possibilidade de se obter uma proposicdo mais reduzida que
seja equivalente a uma proposi¢do maior e mais complexa.

Diante do estudado até o momento, nota-se que quanto maior é a proposigao composta, maior sera a
respectiva tabela verdade, dificultando assim a interpretacdo do pensamento declarado pela proposicao
em analise, assim como dificulta a verificagdo da equivaléncia logica.

Imagine ter que usar o método de tabela verdade para verificar se duas complexas proposi¢coes sao
equivalentes! Ou para interpretar uma proposigdao com muitas operagdes ldgicas e muitas proposi¢des
componentes!

Certamente serd grande o risco de erro durante a resolucdo via tabela verdade, apresentando grande
possibilidade de engano na aplicagdo da ordem de precedéncia, bem como, na aplicacdo das regras das
operacoes logicas.

Note entdo que a redugdo da quantidade de conectivos e de proposicdes componentes facilitaria o
alcance do objetivo final.

Por este motivo, além do método via tabela verdade, hd também o método dedutivo para a
comprovacgao de equivaléncias légicas entre proposi¢des, onde se utiliza a simplificagcdo e redugdo de
conectivos das proposicoes.

O método dedutivo é um método algébrico, que, de forma similar a matematica convencional, possui
propriedades e regras que aplicamos a proposicdo para obter nova proposi¢do, equivalente logicamente
a proposicdo original.
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Considere, por exemplo, que seja solicitada a verificagdo de equivaléncia légica de ~(p«>q) © (pA~q) V
(~pAq) pelo método dedutivo, ao invés do método via tabela verdade.

0O método dedutivo serd detalhado ainda nesta Unidade, porém abaixo ha uma breve demonstracao,
para auxiliar na compreensao da importancia da simplificacdo e da reducao de proposicoes ldgicas:

~(p$>q)
~((p>a)A(q>p))
~((*pva)A(~qvp))
~(~pva) vV ~(~qVvp)
(~~pA~a)V(*~gA~p)
(pA~Q)V(aA~p)
(PA~q)V(~pAq)

Lembrando que o objetivo era verificar ~(p<>q) © (pA~q)V(~pAg), pelo método dedutivo o mesmo foi
alcangado em 5 linhas de resolugdo entre a proposig¢do original ~(p«>q) e a final (pA~q)V(~pAq),
conforme ilustrado no quadro acima. Por outro lado, se fosse utilizado o método da tabela verdade,
teriamos 4 linhas de resolugdo, uma linha de cabegalho e ainda as colunas de cada operacgao ldgica.

Dessa forma, fica facil perceber que o método dedutivo pode ser mais rapido e simples que o método da
tabela verdade. Mais adiante, detalharemos este método e suas equivaléncias notaveis.

DESAFIO

W <

7 Y
<\ /7
Mao Direita Mao Esquerda
EQUIVALENCIA LOGICA!

Na Unidade anterior vimos que a proposi¢do p?q é na verdade uma notacdo simplificada da proposi¢do
(“pPAQ)V(pA~q).

Ou seja, pvg e (“pAg)V(pA~q) sdo equivalentes entre si.
Sera que sdo mesmo?! ©
Faca entdo a tabela verdade para comprovar esta importante equivaléncia.

Sendo,
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X(p,q): pvq

Z(p,q): (“pAQ)V(pA~q)
Comprove:

X(p,q)  Z(p,q)

Ou seja:

pVq < (YpAq)V(pA~q)
Dica:

Faca esta verificagao por meio da comprovagao do Teorema que diz que toda equivaléncia é uma
bicondicional tautolégica e construa uma Unica tabela, compartilhando os valores das componentes p e
g.

Ou seja, é tautoldgica esta bicondicional (pvq) < ((~pAg)V(pA™q))?

Para verificar, dé continuidade a resolugao abaixo:

ik

Blw ™M
mm| < | <
M| || <

Se a Ultima coluna obtiver somente valores V como resultado, entao a equivaléncia estara comprovada!
Ok?!

RESUMO

Equivaléncia Légica - diz-se que uma proposicdo P é logicamente equivalente a uma proposi¢do Q, se as
tabelas verdade destas duas proposi¢des sdo idénticas.

Assim, quando as proposicGes P e Q sao ditas equivalentes, entdo escrevemos: P © Q
Por exemplo:

Pp—(g—orjeQ(pAg)—r
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M T < | <

QO Nf® | o) &) WM
MMM M| = == =
M M| =|=|m M| ==
M= =< mM<=\m|=<
< < [N | << | <
< < (<s|Is || <|m|[<

<|=m|m |

Lembre-se também que, segundo o Teorema, a proposi¢cdo P é equivalente a proposi¢do Q (isto é, P &
Q), se e somente se a bicondicional P <> Q for tautoldgica.

Vale ressaltar que os simbolos <> e & sdo distintos. O simbolo <> representa uma operacao ldgica,
enquanto que < indica uma relagdo que estabelece que a equivaléncia e que a bicondicional é
tautoldgica. Veja:

v v v v
v v F F
v F v v
v F F v
F v v v
F v F v
F F v v
F F F v

UNIDADE 3 — IMPLICACAO LOGICA E EQUIVALENCIA LOGICA — METODOS DA
TABELA VERDADE E ALGEBRICOS
MODULO 3 — EQUIVALENCIAS NOTAVEIS E O METODO DEDUTIVO

1 - As REGRAS DAS EQUIVALENCIAS NOTAVEIS

Algumas equivaléncias logicas entre proposicées sdo muito importantes para a aplicagdo pratica deste
assunto na informatica, conforme detalharemos na outra Unidade.

Quanto maior a proposigdo composta, maior serd a respectiva tabela verdade e maior serd a
possibilidade na ordem de precedéncia, bem como na aplicacdo das regras das operacdes ldgicas.
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Sendo assim, algumas comprovacées de equivaléncia sdo praticadas pelo método Dedutivo, que
estudaremos neste médulo.

O método dedutivo é um método algébrico, que, de forma similar a matematica convencional, possui
propriedades e regras que aplicamos a proposi¢ao para obter nova proposicao, equivalente
logicamente a proposicdo original.

Exemplo: verifique a equivaléncia légica entre as seguintes proposi¢des abaixo.
p—(p—r)
~pVr

Ja sabemos como verificar pelo método da tabela verdade, mas como seria pelo método dedutivo?

O método dedutivo é demonstrado abaixo, apenas para efeito ilustrativo, por enquanto, pois mais a
frente sera explicado em detalhes:

P>(p->r)
~“pV(p->r)
~“pV(*pVr)
“pV=pVr
"‘er

Bem, vamos entender o quadro acima:

Partiu-se de uma proposi¢ao (p — (p — r)) e obteve-se a outra (~p V r) via método dedutivo,
comprovando assim a equivaléncia ldgica:

p—(p—or)e~pVvr

Veja abaixo como seria mais trabalhosa e arriscada a comprovacao pelo método da tabela verdade:

A B Teorema
1. Vv v F v v Vv v
2. Vv F F F E '}
3 F v Vv v v ']
4. F v V Vv v

Note que o método dedutivo pode ser mais rapido que o método da tabela verdade.
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Para a aplicacdo do método dedutivo, é necessario dominio sobre as regras listadas a seguir, que sdo
equivaléncias importantes da algebra das proposicoes.

2 - VERIFICACAODE (P> Q)A(P— ~Q) & ~P

Vamos agora exercitar a verificacdao de equivaléncias pelo método dedutivo, aplicando as regras das
equivaléncias notaveis.

Verifique se as proposicdes (p — g) A (p — ~q) e ~p sdo equivalentes:

INIiCIO
1. (p—q) A (p—~q)

2. Aplique a regra da condicional dentro dos parénteses da proposicao da linha 1, e obtenha:
(~pva)a(~pv~q)

3. Aplique a distributiva da disjuncao na linha 2 e obtenha:
~pv(qa~q)

4. Aplique a regra de identidade no paréntese na linha 3 e obtenha:
...p VA o]

Lembre-se de que ¢ é uma contradicao, ou seja, seu valor € falso. Aplique entao a regra de

identidade na linha 4 e obtenha ~p (pois, qualquer proposicao em disjuncao
com uma falsidade sera ela propria):

~P
Conclusao:
Como foi possivel partir de (p — q) A (p — ~q) e, apds a aplicacdo das regras, obter ~p ao final, pode-se

entdo afirmar que a equivaléncia (p — g) A (p — ~q) © ~p é valida, comprovadamente via método
dedutivo.

3-VERIFICACAODEPVQ —>Q &P —Q
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INiCIO
1. pvg—q

2. Apligue a regra da condicional na linha 1 e obtenha:
~(pva)vyg
. Aplique MORGAN no paréntese nalinha 2 e obtenha:

w

(~pv~q)vq
4. Aplique a distributiva da disjuncédo na linha 3 e obtenha:
(~pva)A(~qva)
5. Apligue a regra de identidade no segundo paréntese na linha 4 e obtenha:
(~pva)at
6. Lembre-se de que t & uma tautologia, ou seja, seu valor é verdade. Aplique entao a regra

de identidade na linha 5 e obtenha~p v q (pois qualquer proposigao em conjungéo com
uma verdade sera ela prépria):

~pvq
7. Aplique regra da condicional e obtenha:

P—q

Uma proposicdo qualquer P implica logicamente em outra proposi¢do Q quando, e somente quando, a
proposicdo Q é verdade todas as vezes que P for verdade.

Dessa forma, ao analisar as tabelas verdades de P e Q, ndo pode ocorrer V no resultado de P e F no
resultado de Q, simultaneamente na mesma linha.

A notagdo de implicagao légica entre as proposi¢des P e Q é a seguinte:

Novamente, equivaléncia foi comprovada via método dedutivo, podendo-se afirmarquepVvg—q & p

—q.

4 - VERIFICAGAO DE (P—R) A (Q—R) EPVQ— R

Verifique se as proposi¢des (p — r) A (g — r) e p V g — r sdo equivalentes:
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INiCIO
i (p—=1A(g—T)

2. Aplique a regra da condicional dentro dos parénteses da linha 1 e obtenha:
(~pvr)A(~qvr)
3. Aplique a distributiva da disjungao na linha 2 e obtenha:

(~pv~q)v r
4. Aplique MORGAN no paréntese da linha 3 e obtenha:

(pva)vr

5. Aplique regra da condicional na linha 4 e obtenha:

(pva)—>r

Assim, a equivaléncia (p—r) A (g—r) e pvg— r comprovada via método dedutivo.

5-VERIFICACAODE~P &P | Q

INiCIO
i ~p
2. Aplique a regra da idempoténcia da conjungao na linha 1 e obtenha:

~p A~p
3. Aplique a regra da negagao conjunta na linha 2 e obtenha:

plp

Equivaléncia ~p & p | g comprovada via método dedutivo.

6 - VERIFICACAODE (PAQAR)V(PA~R)V(PA~Q) &P

© 2014 - AIEC - Associacéo Internacional de Educagdo Continuada

25




103 — Ldgica Matematica | Unidade 03

INICIO

1 (PAgar)v(pa~r)v(pa~q)

2. Aplique a regra da distributiva na linha 1 e obtenha:
pA((@Aar)v ~r v~q))

3. Aplique a regra da distributiva entre (q A r)v~r nalinha 2 e obtenha:
pA(((@v~r)A(rv~r)) v~q)

4. Aplique a regra da identidade na linha 3 e obtenha:
pA(((qv~T)At) v~q)

5. Aplique a regra de identidade na linha 4 e obtenha:
pA((qv~r) v~q))

6. Aplique a regra da associativa dentro dos parénteses na linha 5 e obtenha:
pA((qv~q) v~1))

7. Aplique a regra da identidade na linha 6 e obtenha:
PA(t v~r))

8. Aplique a regra da identidade na linha 7 e obtenha:
pA(t)

9. Aplique regra da identidade na linha 8 e obtenha:
P

Equivaléncia (p AgQAT)V(pA~r)V (p A~q) & p comprovada via método dedutivo.

DEsAGSS EQUIVALENCIAS
) , ) ) . o . LOGICAS!

Via método dedutivo, vimos a demonstracdo da equivaléncia das proposicées (p

AQAT)V(pA~T)V(pA~q) © p, mas agora experimente fazer a “prova dos _.! L
)

nove” verificando a equivaléncia via tabela verdade.

Quer uma dica? Entdo veja por onde comegar: J_ ll_
]

Faca esta verificacdo por meio da comprovacao do Teorema, que diz que toda

equivaléncia é uma bicondicional tautoldgica, e construa uma Unica tabela,

s 1n

compartilhando os valores das componentes p, q er.

Ou seja, a “prova dos nove” é verificar se realmente é uma tautologia a
bicondicional (p AgAT)V (p A~r)V (p A~qg) < p. J—

)

?
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Abaixo vocé tem uma ajudinha. Complete a tabela a seguir e veja se na ultima coluna serao
obtidos apenas valores V.0Ok?!

RESUMO

Quanto maior a proposi¢ao, mais complexo serd o processo de resolucao via tabela verdade,
potencializando assim as dificuldades quanto a aplicacdao das regras das operagdes ldgicas e da ordem
de precedéncia.

Desta forma, o chamado método dedutivo pode ser mais rdpido que o método da tabela verdade.

O método dedutivo é um método algébrico, que, de forma similar a matematica convencional, possui
propriedades e regras que aplicamos a proposicao para obter nova proposicao, equivalente logicamente
a proposicao original.

Para a aplicacdo do método dedutivo, é necessario o dominio sobre as regras denominadas
equivaléncias notaveis, que sao importantes equivaléncias da algebra das proposicdes.

Por exemplo, vamos demonstrar, via método dedutivo, a verificacdo da equivaléncia légica entre as
seguintes proposi¢céesp — (p—r)e~p Vr.

Inicio

1. p—(p—r)

Aplique a regra da condicional na linha 1 e obtenha:

2.7pV(p—r)

Aplique a regra da condicional dentro dos parénteses na linha 2 e obtenha:

3.%pV(*pVr)

Aplique a regra da associativa na linha 3 e obtenha:

4. (pVvp)Vr
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Aplique a regra da idempoténcia na linha 4 e obtenha:

~pVr

Comprovada a equivaléncia légica p — (p — r) © ~p V r, pois partimos da proposicdop — (p —r) e
conseguimos chegar até a proposicao ~p V r, via método dedutivo. Podemos entdo afirmar que:
p—(p—or)e~pvVvr

UNIDADE 3 — IMPLICACAO LOGICA E EQUIVALENCIA LOGICA — METODOS DA
TABELA VERDADE E ALGEBRICOS
MODULO 4 — A SIMPLIFICACAO E A REDUCAO DE CONECTIVOS

1 - REDUCAO DE PROPOSICOES E CONECTIVOS

Além da comprovacdo de equivaléncias légicas via método dedutivo, as regras notdveis também dao
suporte a obtengao de proposi¢des mais simples, de menor tamanho e, consequentemente, com um
numero menor de conectivos.

A equivaléncia légica abaixo é um excelente exemplo de como o método dedutivo possibilita a obtencdo
de uma proposi¢do de menor tamanho:

(PAQATV(PA~T) V (P A~g) © p

Veja a resolugdo:
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1. (pArganv(pa~)v(pa-~q)

2. Aplique a regra da distributiva na linha 1 e obtenha:
PA((@AT) v~ v~g))

3. Aplique a regra da distributiva entre (q A r)v~r nalinha 2 e obtenha:
PA(((qv~r) A(rver)) v~q)

4. Aplique a regra da identidade na linha 3 e obtenha:
PA(((av~)At) v~q)

5. Aplique a regra de identidade na linha 4 e obtenha:
PA((qv ~r) v~q))

6. Aplique a regra da associativa dentro dos parénteses na linha 5 e obtenha:
P A((qv~g) v ~1))

7. Aplique a regra da idempoténcia na linha 6 e obtenha:
pA(t v~r))

8. Aplique a regra da identidade na linha 7 e obtenha:
pA(t)

9. Aplique regra da identidade na linha 8 e obtenha:

[P ]

Sao diversas as vantagens de se trabalhar com uma proposicao reduzida, tendo a certeza de que a
mesma é equivalente a proposicdo original.

Considere ter que fazer uma tabela verdade de uma proposi¢cdo. Certamente é menor o trabalho e a
possibilidades de erro quando a proposi¢ao é pequena. Veja abaixo a complexidade da tabela verdade
de (pAGAr)V(pA~r)V(pA~™q), que ndo esta totalmente preenchida devido fazer parte do desafio do
maddulo anterior.

A B C D C.D

—_

MM | M| = == =
M| <|mM < | <
M| M| |Nn|<
MMM M| = == =

RIN|@|| BN

Por outro lado, construir uma tabela verdade da proposi¢ao p seria bem mais simples que a tabela de
(pAQAr)V(pA~T)V(pA~Q), sendo que sabemos que essas duas proposi¢des sdo logicamente equivalentes.
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Além disso, mais a frente, na préxima unidade, sera também estudada a relagdo da légica das
proposicdes com a o projeto de circuitos logicos, onde a utilizagao de proposi¢des simplificadas
também se apresenta como notdria vantagem.

Sendo assim, devemos intensificar o entendimento da aplicagao das regras de equivaléncias
notaveis na obtencdo de proposi¢des simplificadas.

2 - SIMPLIFICACAO DE PROPOSICOES PELA REDUCAO DE CONECTIVOS
® Proposicao ~(~“p V ~q)

Vamos simplificar ao maximo a proposi¢ao ~(~p V ~q) e obter uma proposicdo equivalente com o menor
numero de conectivo possivel:

INiCl0
1. ~(~pv~q)
2. Aplique MORGAN no paréntese e obtenha:

=P A=q
3. Aplique a regra de dupla negacao e obtenha:

A simplificacdo reduziu a proposi¢do original, que tinha 4 conectivos, para uma equivalente com apenas
1 conectivo.

e Proposicao ~“(p A~q) A~(“p A q)

Vejamos a simplificacdo da proposicao ~(p A ~q) A ~(~p A q). Vale ressaltar a necessidade de atencdo na
aplicagdo das regras garantindo a obteng¢do de uma proposi¢dao na realidade equivalente, em especial
guando o objetivo é encontrar uma equivalente com o menor numero de conectivo possivel:

A simplificacdo reduziu a proposicdo original, que tinha 7 conectivos, para uma equivalente com apenas
1 conectivo.
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INicio

1L ~(pAr~q)A~(~pAq)
. Aplique MORGAN nos parénteses e obtenha:

N

(~p v ~~q) A (~~p v ~q)
. Aplique a regra de dupla negacao e obtenha:

W

(~pva)a(pv~q)
. Aplique a regra comutativa no segundo paréntese e obtenha:

S

(~pva)a(~qvp)

. Aplique a regra da condicional e obtenha:

o

(P—=>a9)A(g—p)

. Por fim, aplique a regra da bicondicional e obtenha:

(=]

P<q

® Proposi¢ao (pAg)Aq

A simplificacdo pode ser direcionada a um objetivo declarado. Por exemplo, considere o pedido:
Simplifique a proposi¢do (pAg)Aq para obter uma proposicdo que se exprima em fungdo do conectivo
”V”.

INicIo

1. (po>d—g

2. Aplique a regra da condicional e obtenha:
~(~pva)vq

3. Aplique MORGAN e obtenha:
(pA~q) v g

4. Aplique a distributiva e obtenha:
(pva)A(~qvaq)

5. Aplique a identidade e obtenha:
(Pva)at

6. Aplique a identidade novamente e obtenha:
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Objetivo alcangado! A simplificacdo reduziu o nimero de conectivo e a proposi¢cdo obtida é uma
disjuncao.

Este direcionamento pode usar o termo Forma Normal (FN). Por exemplo: simplifique a proposicao
(p—9)—q a sua FN. Acompanhe o detalhamento a seguir.

3 - A SIMPLIFICACAO E A FORMA NORMAL DAS PROPOSIGOES

Uma proposi¢do estd em sua Forma Normal (FN) quando, e somente quando, contém no maximo os
conectivos ~, Ae V.

Estdo na FN as seguintes proposicdes, por exemplo:

~“pAq
~(pVa)
(pV™~a)A(rv=~p)

Existem dois tipos de FN:

¢ FND — Forma Normal Disjuntiva (ou Disjunta), e
* FNC — Forma Normal Conjuntiva (ou Conjunta).

Veja mais detalhes a seguir.

Uma proposicdo esta na sua FNC (Forma Normal Conjuntiva) quando as seguintes caracteristicas sdo
cumpridas:

e Mantém-se a caracteristica de uma FN. Ou seja, a proposi¢do deve conter, quando muito, os
conectivos ~, Ae V.

¢ Se a proposi¢ao ndo possui dupla negag¢ao, tal como ~~.

* Se tiver negacdo, a negacdo ndo pode ter alcance A e V, tal como ~(pVq). Ou seja, a negacdo incide
somente sobre a letra proposicional.

* Se 0 conectivo V ndo possui alcance sobre a A, tal como pV(~gA~p), pois neste caso a operagdo de
disjuncdo é a mais forte.

Uma proposicdo esta na sua FND (Forma Normal Disjuntiva) quando as seguintes caracteristicas sdo
cumpridas:
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* Mantém-se a caracteristica de uma FN. Ou seja, a proposicdo deve conter, quando muito, os
conectivos~, AeV.

¢ Se a proposi¢do ndo possui dupla negacgao, tal como ~~.

* Se tiver negacdo, a negacdo ndo pode ter alcance A e V, tal como ~(pVq). Ou seja, a negacdo incide
somente sobre a letra proposicional.

* Se o conectivo A ndo possui alcance sobre a Vv, tal como p A(~*qV~p), pois neste caso a operagao de
conjuncao é a mais forte.

Temos a seguir exemplos tanto de FNC como de FND, explicados de forma bem detalhada:

¢ Simplifique até a encontrar a menor FNC da proposi¢cdao ~(((pVq)A~q)V(g A r)):

INiCIO
1. ~(((pva)r~q)v(gAar)
. Aplique MORGAN no paréntese maior e obtenha:

N

~((p v Q)r~g)r~ (g AT)
. Aplique MORGAN nos parénteses e obtenha:

w

(~(p v Q)v ~~q) A (~q v ~T)
. Aplique MORGAN no paréntese menor e a dupla negagao e obtenha:

=N

(~pA~q)va)A(~qv-~)
. Aplique a distributiva e obtenha:

()]

(~pva)a(~qva)A(~q v~r)

. Aplique a identidade no paréntese do meio e obtenha:

(=]

l(~pv @) At) A (~gv~1)]

¢ Simplifique até a encontrar a menor FND da proposicdo (p—~>qg)A(q—>p):
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INicIO

1. (p2>ar(q—0q)

2. Aplique a condicional e obtenha:
(~p v a)a(~q v q)

3. Aplique a identidade no segundo paréntese e obtenha:
(~p vt

4. Aplique a identidade na linha 3 e obtenha a FND:

¢ Encontre a menor FND e também a menor FNC da proposicdo (p—>q) Ar:

INiCIO

1. (p—=q)ar

2. Aplique a condicional na linha 1 e obtenha:
(~pvanr

3. Aplique a distributiva na linha 2 e obtenha:

[-PAD) v(aaT)|

Note que:

e Amenor FNC de (p—>q) Aré: (~pva) Ar.
e Amenor FND de (p=>q) Ar é: (~pAr) V (gAr).

Perceba entdo que a obtencdo da FNC e FND nem sempre nos conduz para proposi¢des concluintes com
um numero menor de conectivos logicos, quando comparadas a proposicao original.

A proposi¢des FNC e FND de (p—>q)Ar sdo exemplos disso. Veja a seguir:
¢ A proposi¢do original (p—>q)Ar tem 2 operagdes légicas.

¢ A FNC (~pVq)Ar tem 3 operagdes ldgicas.
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¢ AFND (~pAr) V (gAr) tem 4 operagdes logicas.

* Encontre a menor FND e a menor FNC da proposicdo (p = q) <> (r A p):

INicio

L. (p=>q)e(rap)

2. Aplique a regra da condicional na linha 1 e obtenha:
(~p v q) < (rAp)

3. Aplique a regra da bicondicional na linha 2 e obtenha:

((~pva) = (rap)) A ((rAp) = (~pva))
4. Aplique a regra da condicional na linha 3 e obtenha:

(~(~p v ) v (rAp)) A(~(rAPp) v(~p v Q)
5. Aplique a regra de DE MORGAN na linha 4 e obtenha:

((~~pA~q) v (rap)) A((~rv~p) v(~pVvaq))
6. Aplique a regra da dupla negacao na linha 5 e obtenha:

((PA~q)v(rap))A((~rv~p)v(~pva))

7. Aplique as regras associativa e comutativa no segundo paréntese da linha 6 e obtenha:
((pA~a)v(rap))A(~rvav(~pv~p))

8. Aplique a regra da idempoténcia na linha 7 e obtenha:

((pA~q)v(rap))A(~rvqv~p)
9. Aplique a regra da distributiva na linha 8 e coloque o p em evidéncia, obtendo:

((PA(~qvr))a(~rvgv~p)

10. Aplique as regrasassociativa e comutativa na linha 9 e obtenha:
(~avnAa(pA(~rvagv-~p)

11. Aplique a regra distributiva na linha 10 e obtenha:
(~avia((pa~r)v(pag v(pa~p))

12. Aplique a regra da identidade na linha 11 e obtenha:
(~avna((pa~r)v(pag)yve)

13. Aplique a regra da identidade na linha 12 e obtenha a FNC:
(~avna((pa~r) v (pag))

14. Aplique a regra da distributiva na linha 13 e obtenha a FND:

| ((-avnAa(a-n)v((av)a(pag))
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¢ Encontre a menor FND e a menor FNC da proposi¢cdo p—>(gA~(rvp)):

INiCIO

1. p—>(ga~(rvp)

2. Aplique a regra da condicional na linha 1 e obtenha:
~pv(ga~(rvp))

3. Aplique a regra de DE MORGAN na linha 2 e obtenha:
~PVv(gA(~ra~p))

4. Aplique a regra da distributiva na linha 3 e obtenha:
(~pva)A(~pv(~ra~p))

5. Aplique a regra da distributiva no segundo paréntese na linha 4 e obtenha:
(~pva)A((~pv~)A(~pVv~p))

6. Como os 3 parénteses estao interligados tg)or uma mesma operacgao (a X neste caso),
pode-se eliminar os parénteses maiores e obter:

(~PvaQ)A(~p Vv ~1) A(~p Vv ~p)
7. Aplique a regra da distributiva para colocar ~p em evidéncia na linha 6 e obtenha:

~p v (q A~ A~p)

8. Aplique a regra da absorgao da disjuncao na linha 7 e obtenha:

A Utilidade da Forma Normal

A principal utilidade da normatizacdo via FNC e FND é a padronizacdo da notacdo, ja que possibilitam a
obtencdo de proposi¢des ldgicas equivalentes entre si, utilizando, quando muito, conjuncao, disjuncdo e
negacao.

Esta padronizagdo viabiliza o projeto dos chamados circuitos légicos, os quais usam portas légicas com
funcdes baseadas nas operagdes de conjungdo, disjuncdo e negacdo. Quanto menor a proposicao,
menor sera o circuito légico, e esta é uma grande vantagem pratica!
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Sendo assim, essas regras de simplificacao e de reducdo de conectivos sdo bastante utilizadas no projeto
de desenvolvimento de circuitos digitais, conforme detalharemos na préxima Unidade.

DESAFIO

Obtenha a FNC e a FND da proposi¢do (p<>q)A(p—>~q) e depois confirme por meio de tabela verdade.
Quer uma dica? Entdo siga o esquema explicado a seguir:

¢ Aplique as regras das equivaléncias notdveis que forem possiveis e obtenha a FNC e a FND.

¢ Faca a tabela verdade da proposicao original (pé>q)A(p>"~q).

¢ Faca a tabela da proposicao FNC e veja se a coluna do resultado ficou realmente equivalente a coluna
do resultado da tabela de (p<>g)A(p—>"~q).

¢ Faga a tabela da proposi¢ao FND e veja se a coluna do resultado ficou realmente equivalente a coluna
do resultado da tabela de (p$>g)A(p—>"~q).

Pronto! Este serd um grande exercicio de revisao! Aproveite, ok?!

RESUMO

As regras notaveis sdo ferramentas a obteng¢do de proposi¢des mais simples, de menor tamanho e,
consequentemente, com um nimero menor de conectivos logicos.

Veja um excelente exemplo:

| (PAGANV(PA~T)V(PA~Q) € p |

Considere ter que fazer uma tabela verdade de uma proposi¢do. Certamente é menor o trabalho e a
possibilidades de erro quando a proposi¢do nado é extensa.
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Construir uma tabela verdade da proposicdo p seria bem mais simples que a tabela
de (pAgAr)V(pA~r)V(pA~q).

E importante atenc3o ao aplicar as regras de simplificacdo, garantindo-se obter uma proposicdo que seja
de fato equivalente a proposicdo original.

A simplificacdo de proposi¢cdes pode ser direcionada a obtencdo de proposi¢des resultantes que estejam
na Forma Normal (FN), ou, mais especificamente, na Forma Normal Conjuntiva (FNC) e Forma Normal
Disjuntiva (FND).

Uma proposicdo estd em sua Forma Normal (FN) quando, e somente quando, contém no maximo os
conectivos ~, A e V. A FN pode ser Disjuntiva, sendo entdo chamada de FND, ou Conjuntiva, que é a FNC.

16

Uma proposicdo estd na sua FNC (Forma Normal Conjuntiva) ou na sua FND (Forma Normal Disjuntiva)
guando as seguintes caracteristicas sdo cumpridas:

Forma Normal Disjuntiva (FND)

Forma Normal Conjuntiva (FNC)

Mantém-se a caracteristica de uma FN, devendo
conter, quando muito, os conectivos ~, A e V.

Mantém-se a caracteristica de uma FN, devendo
conter, quando muito, os conectivos ~, A e V.

A proposicao nao possui dupla negagao do tipo

~e~

A proposicao nao possui dupla negacao do tipo

~e~

Se tiver negagao, a negagao nao pode ter alcance
A e v, tal como ~(p v q).

Se tiver negagao, a negagao nao pode ter alcance
A e v, tal como ~(p v q).

A negagao pode incidir somente sobre a letra
proposicional.

A negagao pode incidir somente sobre a letra
proposicional.

0 conectivo v ndo pode possuir alcance sobre a
A, tal como pv(~ga~p).

0 conectivo A nao pode possuir alcance sobre a
v, tal como pA (~q v ~p).

Por exemplo, estdo na FN as seguintes proposi¢des:

“pVaq

~(pVa)

(pV™~q) A(rv~p)

Sendo que:
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*~pV géumaFND.
e (pVv~q)A(rv~p)éumaFNC
* ~(pV q) éumaFN, mas ndo é nem FND e nem FNC.

Veja abaixo uma demonstragao de simplificagcdo, na qual as regras de equivaléncias foram aplicadas até
encontrar a menor FND da proposicdo (p—>q)A(g=>p):

INiCIO

1. (p—->9nr(@—q)

2. Aplique a condicional e obtenha:

(~pv Q) A (~qvaq)
3. Aplique a identidade no segundo paréntese e obtenha:

(~pvq)at
4. Aplique a identidade na linha 3 e obtenha a FND:

~PVq
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